Notions essentielles du cours
de mathématiques de MPSI

Julien ELIE

Ce petit document reprend le plan de cours de Serge FRANCINOU, l'excellent professeur que j’ai
eu I’honneur d’avoir en mathématiques au Lycée Henri-IV de Paris en HX3, classe de mathématiques
supérieures en MPSI (Mathématiques, Physique et Sciences de I'Ingénieur), durant ’année scolaire 2002-
2003. 11 est & noter que j’ai moi-méme été interrogateur en mathématiques dans cette méme classe durant
I’année scolaire 2006-2007.

J’ai pensé qu’il pourrait étre utile aux taupins d’avoir une synthése en une page de ce qu’il faut retenir
de chaque chapitre traité. Cela constitue la base du cours et il est essentiel de connaitre ces notions. Il va
de soi que je ne vise pas I’exhaustivité et qu’il existe une part de subjectivité dans le choix des points que
je mentionne.

Je conseille vivement aux étudiants d’annoter, de commenter et de compléter a la main chaque page
afin de les personnaliser et de mieux faire ressortir les notions qu’ils maitrisent le moins. Il peut aussi
étre profitable de réaliser quelques recherches personnelles sur les curiosités, ce qui permet d’acquérir une
meilleure vision des mathématiques et d’élargir sa culture — chose essentielle, surtout a l'oral des grands
concours.

Quoi qu’il en soit, la bonne connaissance des notions abordées dans ce recueil est une condition néces-
saire pour réussir a résoudre les exercices et les problémes de classes préparatoires.

Veuillez cependant noter qu’il est possible que le programme de mathématiques ait un tantinet changé
depuis 2002 ; c’est pourquoi il est utile de se reporter au programme officiel présent sur le site de I’ Union
des Professeurs de Spéciales <http://ups.prepas.org/maths/>, qui seul fait autorité.
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A
Al

Structures fondamentales

Eléments de théorie des ensembles

Notions

Les tables de vérité de =, A, V, = et < ; la relation (A = B) < (-AV B).

L’inclusion, la complémentarité, les parties d'un ensemble, I'intersection et la réunion, avec leurs
propriétés élémentaires (comme les lois de DE MORGAN).

La différence entre une application (E = ®y) et une fonction (E C Dy).

L’ensemble F(E, F) = FE des familles indexées sur £ a valeurs dans F.

[ E — F injective : V(z,2') € E?, f(z) = f(2') = 2z =12

f:E — Fsurjective : Vy € F, Jx € E, y = f(x).

Si f et g sont bijectives, (go f)™' = flog™.

Uiep Ai =0 et (),cp Ai = £ (d’aprés la quantification).

Les recouvrements, les partitions et les formules d’associativité.

Une relation binaire de E est une partie R de E2.

Une relation binaire est une relation d’équivalence si elle est réflexive, symétrique et transitive.
L’ensemble des classes d’équivalence modulo fR est 1’ensemble-quotient £/x, inclus dans P(E).

La relation d’équivalence associée a f est : © Ry y < f(z) = f(y).

Une relation binaire est une relation d’ordre si elle est réflexive, antisymétrique et transitive.

Si f est monotone et bijective, f~! est monotone de méme sens lorsque F est totalement ordonné.
Le plus grand élément (Vo € E, x < M), un élément maximal (Vo € E, M <z =x = M) et la
borne supérieure (le plus petit des majorants).

Pour un ensemble (E, <) totalement ordonné, S € FE est la borne supérieure de F' C FE si, et
seulement si, Vx € I, t < SetVe< S, dJx € F, c < x.

Toute partie non vide de N admet un plus petit élément.

Toute partie non vide et majorée de N admet un plus grand élément.

Le principe de descente infinie de FERMAT : il n’existe pas de suite de N strictement décroissante.
L’axiome d’ARCHIMEDE : Va,b € N*, dn € N*, na > b.

Savoir-faire

Identifier la méthode de raisonnement la plus appropriée a utiliser (syllogisme, double implication,
contraposée, absurde, récurrence — faible, forte, descendante —, etc.).

Dessiner des diagrammes pour mieux visualiser les ensembles !

Prouver que '’ensemble des ensembles n’existe pas.

Bien vérifier la vraisemblance des ensembles de départ et d’arrivée des applications (notamment lors
des compositions et des restrictions, ott fau=gsi f: E—-F, ACFEetg: A—TF).

Pour parler d’application réciproque, notée f~!, il est nécessaire de justifier au préalable la bijectivité
de f. Ne pas confondre avec I'image réciproque f<~'> d’un ensemble.

Si F' C E, l'injection canonique I, permet d’'injecter F* dans E.

Si f: E — F, on peut écrire f = 40 f os oil i est l'injection canonique de im(f) dans F,

f: Efor, — im(f) la bijection canonique et s la surjection canonique de £ sur E/x,.

Partitionner F = J],.; w; ol (w;)ies est la famille canoniquement associée a £/mn.

Curiosités

La théorie des ensembles de ZERMELO-FRAENKEL-SKOLEM avec 'axiome du choix (ZFC).

Les axiomes de PEANO.

Indécidabilité et théorémes d’incomplétude de GODEL.

Le théoréme de CANTOR : il n’existe pas de surjection de E sur P(E).

Le lemme de KURATOWSKI-ZORN : tout ensemble inductif admet au moins un élément maximal.
Le théoréme de ZERMELO : tout ensemble peut étre muni d’une structure de bon ordre.
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A.2

Ensembles finis, monoides

Notions

Deux ensembles sont équipotents s’il existe une bijection entre eux.

card(AU B) = card(A) + card(B) — card(A N B) si A et B parties finies de E.

Principe de DIRICHLET-SCHLAFLI : soient E et F' deux ensembles finis et f : E — F. On suppose
card(F) > card(F). Alors f est non injective.

Si f:FE — F avec E et F finis de méme cardinal, alors il est équivalent de dire que f est injective,
surjective ou bijective.

E infini < il existe f : N — FE injective < il existe une suite d’éléments de £ deux a deux distincts.
Si E et F sont finis, |E x F| = |E| x |F| et |F(E, F)| = |F|*.

Tout ensemble non vide fini et totalement ordonné admet un plus petit et un plus grand élément.
Une loi de composition interne sur E est une application L : (z,y) € E* — zly € E.

Un monoide est un ensemble F muni d’une lci associative et admettant un élément neutre.

Si a et b sont inversibles, (ab)™! =b"ta™t.

a inversible a droite = a régulier a droite (i.e. pour tout (x,y) du monoide, xa = ya = x = y).
Dans un monoide fini, il est équivalent de dire qu'un élément est régulier a gauche, régulier a droite,
inversible a gauche ou inversible & droite.

Si (M, L) est un monoide, N C M en est un sous-monoide si 1y € N et V(z,y) € N?, zly € N.
Si (M, L) et (M, x) sont deux monoides, f : M — M’ est un morphisme de monoides si f(1,7) = 1y
et V(z,y) € M?, f(zLly) = f(z) = f(y).

Si M et N sont deux monoides, M’ € M et N' C N deux sous-monoides et f : M — N un
morphisme de monoides, f(M’) est un sous-monoide de N et f<~'>(N’) est un sous-monoide de M.
Le principe des bergers : si Eest finiet f: E— F, |E| = [~ {y}].

Si E est fini, P(E) est fini de cardinal 2.

Le nombre de bijections d’un ensemble a n éléments dans lui-méme est n!.

Le nombre d’injections de E dans F', de cardinaux n et p, est 0 si n < p, AP = (n’_L—!p)! sinon.

n!

Le nombre de combinaisons de p objets parmi n est CP = PICE=

E' est dit dénombrable s’il est fini ou équipotent a N.
Q est dénombrable.

Savoir-faire

Pour parler de cardinal, et donc écrire card(E), on doit au préalable s’assurer que E est fini.

Pour parler d’inverse, il est nécessaire de justifier son existence au préalable.

Un ensemble £ fini et totalement ordonné s’écrit de maniére unique £ = {z1 < x5 < -+ < 2/}
Prendre garde a l'ordre des termes lorsque ’ensemble n’est pas commutatif : (ab)" # a™b™!

Sin<mdansZ, Y, k= Wrm)(zﬂ

Doy i = PO ST = (0 k) =
= 6 ) = =
Décomposer un naturel n dans une base d > 2.

Utiliser C? = C"P pCl =nCP_}, S7_ CF = 2" et la relation de Pascar C? = CP_ | +CP_).

n—1»
Un ensemble non vide F est dénombrable si, et seulement si, il existe s : N — E surjective.

Curiosités

Le nombre de surjections de E, sur E, est (—1)P Y 7_ (—1)F C]; k™.

Le théoréme de CANTOR-BERNSTEIN-SCHRODER : soient E et F' deux ensembles. S’il existe deux
fonctions injectives f : F — F et g: F' — FE, alors F et F' sont équipotents.

La notion de monoides isomorphes n’est pas une relation d’équivalence car ’ensemble des monoides
n’existe pas.

L’hypothése du continu : si £ C R est infini, on ne peut décider si card(F) = card(N) = R, ou si
card(E) = card(P(N)) = card(R) = 2% = N;.
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A3

Groupes

Notions

Un groupe est un monoide dont tout élément est inversible. Il est dit abélien s’il est commutatif.
L’ensemble des permutations d’un ensemble E est le groupe symétrique (&g, o) de E.

Si (G, x) est un groupe, H C G en est un sous-groupe si 1¢ € H, V(x,y) € H*, zy € Het x7' € H.
Le centre (ou commutant) du groupe G en est un sous-groupe : {g € G,Vz € G, gr = xg}.

f:G — H (G et H deux groupes) est un morphisme de groupes si V(z,y) € G?, f(xy) = f(z)f(y).
Si G et H sont deux groupes, G' C G et H' C H deux sous-groupes et f : G — H un morphisme de
groupes, f(G') est un sous-groupe de H et f<~'>(H’) est un sous-groupe de G.

Si f : G — H est un morphisme de groupes, f injective < ker(f) = {15}.

L’ordre d'un élément a est le plus petit entier k strictement positif tel que a* = 1.

Les trois versions du théoréme de LAGRANGE :

— Si H sous-groupe du groupe G fini, card(H)| card(G).

— Sia € G groupe fini, l'ordre de a divise card(G).

— Si a € G groupe fini, a®4(@) = 1.

Une relation d’équivalence SR sur un monoide (M, 1) est dite compatible avec L si Vx,y,a € M,
rRy=alrRalyetrxlaRyla.

Si H est un sous-groupe du groupe abélien (G, +), on définit la relation d’équivalence x Ry y <
(x —y) € H. Alors (CG/n,,®), ou @ : (T,7) — TDHY = = +y, est un groupe abélien, appelé
G

%.

Le premier théoréme d’isomorphisme : si G est un groupe abélien et f : G — G’ un morphisme de
groupes, Glier(s) et im(f) sont isomorphes par la bijection canonique f.

L’intersection de sous-groupes d’'un méme groupe G est un sous-groupe de G.

Le sous-groupe engendré par une partie A d’'un groupe G est le plus petit sous-groupe de G qui
contient A : mAchG, I sous-groupe de ¢ 1 = {aray---a, | a; € AVa;' € A}

Un groupe engendré par un élément est dit monogéne. S’il est fini, il est cyclique.

Sip>2etles a; € E deux a deux distincts, o = [ay, as, . .., ap] est un cycle d’ordre p dans Gp.
Toute permutation s’écrit comme un produit de transpositions.

Les cycles engendrent G,, ; les transpositions aussi.

L’application ¢ qui, a une permutation o € &, associe sa signature est un morphisme de groupes.
e(0) = Ticicj<n w = (=1)!) ot I est le nombre d’inversions : |{(i,5) /i < j Ac(i) > a(j)}].
Et sioc =7 0--- o7, est décomposée en un produit de r transpositions, (o) = (—1)".

Le groupe alterné, constitué des permutations paires de G,,, est le noyau de la signature.

groupe-quotient de G par H. Et si G est fini, |CG/n,| =

Savoir-faire

Pour montrer qu’un ensemble muni d’une loi de composition interne est un groupe, on a intérét a le
faire apparaitre comme un sous-groupe d’un groupe connu.

Utiliser pour un morphisme de groupes f : G — H avec G fini : |G| = |im(f)|| ker(f)].
Caractériser les sous-groupes additifs de 7Z : ils sont soit denses soit discrets dans Z.

Trouver les orbites d'une permutation et la décomposer en un produit de cycles a support disjoint.

Curiosités

Les groupes de GALOIS, les groupes de LIE, les sous-groupes de SYLOW, les groupes simples (i.e.
ne possédant pas de sous-groupe distingué non trivial), le groupe de KLEIN, les automorphismes
intérieurs, les actions de groupes, les produits semi-directs, les sous-groupes distingués, 1’équation
des classes, la formule de BURNSIDE, les groupes libres...

Le théoréeme de CAYLEY : tout groupe G est isomorphe & un sous-groupe du groupe symétrique
S(G) des permutations de G.

Le lemme de CAUCHY : si 'ordre d’un groupe est divisible par un nombre premier p, alors il contient
au moins un élément d’ordre p.

TrigoFACILE — http://www.trigofacile.com/ 5



A4

Anneaux

Notions

Un anneau est un ensemble A muni de deux lois de composition interne + et x telles que (A, +)
soit un groupe abélien, (A, x) un monoide et x distributive a droite et a gauche sur +.

Si (A, +, X) est un anneau, B C A en est un sous-anneausi 14 € B, V(x,y) € B*, x+y € B, vy € B
et —r € B.

Si (A, +, x) est un anneau, I C A en est un idéal bilatere si 04 € I, V(z,y) € I?, v +y € I et
Vae AVx € l,ar € I et xa € 1.

Si A et B sont deux anneaux, f : A — B est un morphisme d’anneaux si f est un morphisme de
groupes pour 'addition et un morphisme de monoides pour la multiplication.

Si A et B sont deux anneaux, A’ C A et B’ C B deux sous-anneaux et f : A — B un morphisme
d’anneaux, f(A’) est un sous-anneau de B et f<71>(B’) est un sous-anneau de A. Si J est un idéal
de B, f<7'>(J) est un idéal de A. Si I est un idéal de A, f(I) est un idéal de B si f est surjective.
Si f: A — B est un morphisme d’anneaux, f injective < ker(f) = {04}.

La formule du binéme de NEWTON : si A est un anneau, a,b € A avec ab = ba et n € N*, alors
(a+b)" = ZZ:O Cﬁ "tk = ZkJrl:n knTl!!akbl'

La formule du multindme : si A est un anneau avec (aq, as,...,a,) € AP commutant deux a deux,

n __ n! k1 kp
(al +eeet ap) - Zkl—i-m—i-kp:n kl[...kp!al TGy

L’intersection d’idéaux d’un méme anneau A est un idéal de A.

L’idéal engendré par une union d’idéaux est leur somme.

L’idéal engendré par une partie M d’'un anneau A commutatif est le plus petit idéal de A qui
contient M : ﬂMch Fideal de a L = {1 +agzo + -+ ayz, [ a; € ANT; € MY, 5.

Un idéal engendré par un élément est principal.

Si I est un idéal de 'anneau commutatif (A, +, x), on définit la relation d’équivalence z R; y <
(x —y) € 1. Alors (4/m,, ®, ®) est un anneau commutatif : 'anneau-quotient de A par l'idéal I.

Le premier théoréme d’isomorphisme : si A est un anneau commutatif et f : A — B un morphisme
d’anneaux, Afer(s) et im(f) sont isomorphes par la bijection canonique f.

La caractéristique d'un anneau A est le plus petit entier k strictement positif tel que k-1, = 0.
Un élément a d'un anneau unitaire A est régulier si Vo € A* ax # 0 A xa # 0.

Un anneau commutatif sans diviseur de zéro (i.e. dont tous les éléments sont réguliers) est intégre.
Un corps est un anneau dont tout élément non nul est inversible.

Si K est un corps, M C K en est un sous-corps si M est un sous-anneau de K et Vo € M*, z=1 € M.
Si K et L sont des corps, L D K est un surcorps de K si les lois de L prolongent celles de K.

Savoir-faire

Si I est un idéal de Z, I est principal : il existe un unique n € N tel que I = nZ.

Utiliser pour unidéal Tde A: I =A< 1€ 1.

Siab=baetneN, b —a”=(b—a)0" ' +ab" 2+ a*b" >+ +a" b+ a"").

Si ab = ba et n € N impair, a" + b" = (a + b)(a" ' —a" 20+ a"3p* — - - —ab" 2 + b7 1).
Utiliser pour un morphisme d’anneaux f : A — B avec A fini : |A| = |im(f)|| ker(f)]|.

Un morphisme de corps est toujours injectif.

Plonger un anneau intégre dans son corps des fractions (Z — Q).

Curiosités

Un anneau de BOOLE, de BEZOUT, de DEDEKIND, le nilradical, le radical de JACOBSON, un anneau
réduit, principal, intégralement clos, local, noethérien, artinien, factoriel, euclidien, un idéal premier,
primaire, radiciel, décomposable, irréductible, fractionnaire, les modules sur un anneau...

Le théoréme de KRULL : tout idéal propre d’'un anneau commutatif unitaire est contenu dans un
idéal maximal.

Le théoréme de WEDDERBURN : tout corps fini est commutatif.
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A.5

Arithmétique

Dans tout ce chapitre, A désigne un anneau commutatif unitaire intégre, p un élément non nul et non
inversible de A, a et b des éléments non nuls de A.

Notions

p est dit irréductible si les seuls diviseurs de p sont les éléments inversibles ou les éléments associés
a p (i.e. les éléments q € A tels que p = qu avec u € A inversible).

p est dit premier, ou indissoluble, si V(x,y) € A%, p|lzy = p|z V ply (i.e. le lemme d’EUCLIDE).

p est dit extrémal si tout élément de A non multiple de p est inversible modulo p.

a et b sont dits premiers entre eux si tout diviseur commun & a et b est inversible (a A b = 1).

a et b sont dits premiers entre eux au sens de GAUSS si Vz € A, a|bx = a|z.

a et b sont dits étrangers s'il existe (u,v) € A? tels que au + bv = 1.

Si (a;)ier est une famille de Z, le PGCD des qa; est la borne inférieure pour la divisibilité de (|a;|);er.
Il est 'unique entier d > 0 tel que dZ = }_,_; a;Z.

Si (a;)ier est une famille de Z, le PPCM des a; est la borne supérieure pour la divisibilité de (|a;|);er-
Il est 'unique entier m > 0 tel que mZ = (), a;Z.

L’identité de BEZOUT : Vay,...,a, € Z, 3ky,..., ks € Z, N, a; = ki1 + - - - + kpan,.

Le théoréme de BEZOUT :si ay,...,a, € Z, N_,a; =1 3k, ...k, €Z, 1 =kiay + -+ + kpan.
Sim,n €N, (mAn)(mVn)=mn.

Le petit théoréme de FERMAT : si p est premier et a € Z, a? = a [p]. De plus, si p fa, a?~' =1 [p].
Sin > 1, Z/,z est un anneau intégre < Z/,z est un corps < n est premier.

Sik € Zetn > 1,k inversible dans %,z < k réguliére dans %/,7 < k An = 1.

Si k € Z et G est un groupe cyclique d’ordre n engendré par a, a* engendre G < k An = 1.

Tout groupe fini de cardinal premier est cyclique.

La caractéristique d’un corps ou d’un anneau intégre est soit nulle soit égale a un nombre premier.

Savoir-faire

Le PPCM et le PGCD ne sont définis qu’a un élément inversible prés.

Utiliser 'identité de LAGRANGE : Y(a, b, c,d) € A%, (a* + 1?)(c* + d?) = (ac — bd)? + (ad + be)?.
Sim,n € N* nZ C mZ < m|n.

Distinguer « premier entre eux dans leur ensemble » et « deux a deux premiers entre eux ».
Utiliser la forme réduite d’un rationnel (avec numérateur et dénominateur premiers entre eux).
Utiliser le théoréme fondamental de 'arithmétique (décomposition en produit de facteurs premiers).
Utiliser 1'algorithme d"EUCLIDE (si a,b € N* et r =a [b], aAb=0bA7). Il est en O(log(n)).
Calculer des inverses dans Z/,z et manier I’exponentiation rapide.

Utiliser le théoréme chinois (Z/nz o~ Zfporz X - -+ X Zfperg ot n = pi™* - - - p?" décomposé).

Curiosités

Les nombres de FERMAT 22" + 1, de MERSENNE 2P — 1, d’innombrables conjectures...

Le théoréme de HADAMARD-DE LA VALLEE POUSSIN : card({p < n, p premier}) ~, . o 75"

Le n-iéme nombre premier p,, est asymptotiquement égal & nln(n).

Le postulat de BERTRAND : pour tout n > 1, il existe un entier p premier tel que n < p < 2n.

Le théoréme de WILSON : p est premier si, et seulement si, (p — 1)! = —1 [p].

Le théoréme d’EULER : sia € Z, n > 2 avec a An = 1, alors a¥#™ =1 [n)].

La relation I’'EULER n =}, ©(d) et la formule d’inversion de MOBIUS p(n) = 3_,, i (2)d.

a et b étrangers = a et b premiers entre eux au sens de GAUSS = a et b premiers entre eux.

p extrémal = p premier = p irréductible.

Dans un anneau de GAUSS (ou tout couple d’éléments posséde un PGCD), les deux derniéres notions
sont équivalentes. Dans un anneau de BEZOUT (intégre, ot tout idéal de type fini est principal), les
trois notions sont équivalentes. Le caractére principal assure I'existence du PGCD et du PPCM.
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A.6 Le corps des nombres réels R
Notions

— Q est archimédien : V(a,b) € Q*+2, dn € N*, na > b. En particulier, Ve > 0, dn € N*, 0 < % <e.

— L’ensemble des sections commencantes ouvertes de Q est un ensemble (F, <) totalement ordonné
dont l'ordre prolonge celui de Q. £ C B(Q) est un surcorps commutatif de Q : on le note R.

— L’inégalité triangulaire : V(z,y) € R?, ||z] — |y|| < |z +y| < |z] + |y|.

- Si ACR, S €eRest la borne supérieure de AsiVer € A, r < SetVe>0, dJvr € A, S—ec <.

— Axiome de la borne supérieure : toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure.

— Toute partie de la droite numérique achevée R = R U {+00; —0co} admet une borne supérieure.

— Pour F' C R majoré non vide, si a > 0, sup(aF') = asup(F); si a <0, inf(aF) = asup(F).

— L’axiome d’ARCHIMEDE : N n’est pas majoré dans R.

— Si x € R, il existe un unique couple (n,r) € Z x R tel que x =n +r et 0 < r < 1. Cet entier n est
la partie enticre de x et vérifie E(z) < z < E(x) + 1 ainsi que 2 — 1 < E(z) < .

- SiACR, Aestdensedans RsiVr € R, Ve >0, Ja€ A, r —e<a<x+e.

— @, R\ Q et 'ensemble des nombres dyadiques sont denses dans R.

— Si I C R, I est un intervalle de R < V(«, 3) € 1%, [a; 3] C 1.

— L’intersection d’intervalles de R est un intervalle de R.

— L’union d’intervalles de R d’intersection non vide est un intervalle de R.

— Sia>0etn>2, ilexiste un unique b € R, tel que b" = a (b = /a est la racine n-iéme de a).

— Sin > 2et a € Nn'est pas la puissance n-iéme d’un entier, alors {/a est un irrationnel.

~ Sia€eR, Va2 =lal|

—~ Sia,beR, aZ =bZ < |a| = |b].

— Sia>0eta,xeR, il existe un unique zg € [o; a + af tel que x = xg [a].

—]0; 1] n’est pas dénombrable.

Savoir-faire

— Toujours vérifier le sens des inégalités lorsque I'on multiplie par une quantité qui peut étre négative.
— Toujours vérifier les signes avant de passer a 'inverse dans une inégalité, a la racine, etc.

— Toujours faire attention aux valeurs absolues (notamment pour | > " ;| < > 7 |@]).

— Utiliser pour des réels : (Vi, z; <uy) A Qo i =0 vi) = Vi, x; =y,

— La formule de LEGENDRE : si p premier et n > 0, la valuation p-adique de n!est >, . E (ﬁ) .

— Le seul endomorphisme du corps R est I'identité.

— Caractériser les sous-groupes additifs de R : ils sont soit denses soit discrets dans R.

— L’inégalité¢ du réordonnement : sin > let o € 6, S, = >, a;bs(;y est maximale lorsque les
deux suites de réels ay,...,a, et by),...,bsn) sont rangées dans le méme ordre d’inégalités. Elle
est minimale lorsqu’elles sont rangées dans I'ordre inverse.

Curiosités

— La construction des nombres réels par les coupures de DEDEKIND, les suites de CAUCHY...

— Le théoréme d’unicité de R : si K est un surcorps ordonné de Q qui vérifie 'axiome de la borne
supérieure, il existe un unique isomorphisme croissant de K sur R.

— Les nombres constructibles a la régle et au compas.

— La quadrature du cercle, la duplication du cube et la trisection de I’angle.

— L’ensemble des nombres algébriques est dénombrable.

— Le théoréme de GELFOND-SCHNEIDER : si a est un nombre algébrique non nul différent de 1 et 3
un nombre algébrique irrationnel, alors le nombre a” est transcendant.

— L’un au moins des deux réels e + 7 et er est transcendant.

— La constante () de CHAITIN, la constante de CHAMPERNOWNE, de LIOUVILLE, etc.

— On ne sait pas si v, la constante d’EULER, est un nombre rationnel.
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A.7

Le corps des nombres complexes C

Notions

Tout élément z € C s’écrit de maniére unique z = a + ib avec (a,b) € R? et 1% = —1.
C peut étre identifié¢ au plan complexe R? A’ARGAND-CAUCHY.

Siz € C, Ré(z) = 22, Im(z) = 52
Siz e C, |Ré(2)] < |z], [Im(z)] < | | et || = [z] = V2Z.

Siz, 2 €C, |z+ 2> =22+ 7> + 2Ré (27).

L’inégalité triangulaire : V(z,2') € C?, ||z| — ||| < |2+ 2| < |z + 2]

Le cercle trigonométrique est U = {z € C, |z| = 1}. C’est un sous-groupe de (C*, x).

a=X+1iY € C* avec (X,Y) € R?, posséde exactement deux racines carrées : +z out 2 = x+iy € C
avec (z,y) € R? vérifiant 22 — y? = X, 22 +9? = VX2 + Y2 et a2y du signe de Y.

Si K est un corps commutatif de caractéristique différente de 2, notons A = b> — 4ac le discriminant
de (E):az*+bx+c=00ua,b,c€K, a0.SiAn’est pas un carré dans K, (F) n’admet aucune
solution. Sinon, (E) admet deux solutions distinctes ou confondues : =22 ou A = ¢2.

SizeC, e = 2032, Si 2z # 0, il existe u € C tel que z = e¢* Et si |z| = 1, 2 = ¢ avec z € R.
Définition du nombre 7 : il existe un unique 7 € R tel que ker(exp) = 2inZ.

Les formules ’EULER : si z € R, cos(z) = Ré(e™) = “E— et sin(z) = Im(e ch) = g
Les formules de DE MOIVRE : si z € R et n € N, " = (cos(z) + zsm( )" = cos(nx) —|— isin(nx).

=-Z.812#0, ;= &

—ix

L’argument de z € C* est 'unique classe 6 € R,z telle que z = |z|e®.
Sin>2U,={2€C, z"=1} est I'ensemble des racines n-iémes de 'unité. (U, x) est un groupe

cyclique d’ordre n engendré par e
21k
Sin>2etkeZ, e n engendre U, < kAn=1.
Sin > 2,1l y a exactement ¢(n) racines primitives n-iémes de 'unité.

Savoir-faire

Ne jamais faire figurer de nombres complexes dans des inégalités.

Toujours distinguer le cas ot la raison d’une suite géométrique est 1.

Décomposer un complexe z = a + ib en précisant que a et b sont réels.

Utiliser le discriminant réduit lorsque b est pair dans une équation du second degré : en notant
b=2 et A" =1? — ac, les solutions de I'équation (E) dans C sont : #N-

Utiliser la caractérisation z € C, e* =1 < dn € Z, z = 2imn.

Utiliser la caractérisation z,y € R, e = ¥ & x =y [27].

Tracer des cercles trigonométriques pour facilement retenir les valeurs de €™, cos (%), etc.

Utiliser les formules d’EULER et de MOIVRE pour développer et linéariser les fonctions circulaires.
Savoir réduire les expressions du type a cos(x) + bsin(z).

Manier les formules de trigonométrie sur le bout des doigts!

Connaitre sans hésiter le graphe de chacune des fonctions trigonométriques circulaires.

Résoudre des équations trigonométriques comme sin(x) = sin(y) < (r =y [27]) V (x = 7 — y [27))

ou cos(z) = cos(y) & (x =y [27]) V (v = —y [27]) pour z,y € R.
Ne pas oublier que si z € R, sin(Arcsin(z)) = x mais Arcsin(sin(z)) # « lorsque = ¢ [—3; %] -
La somme des racines n-iémes de 'unité est nulle. En particulier, 14+j+j2 =0ouj =e3 = %%—z‘?

Les seuls endomorphismes de C qui laissent R invariant sont l'identité et la conjugaison.

La formule de M ACHIN : % = 4 Arctan (%) Arctan (239)

Curiosités

La construction de C par des couples, des polynoémes (C = R[X]/x2 1), des matrices...

Les nombres de LORENTZ (complexes hyperboliques), les entiers de GAUSS, les hypercomplexes...
Les fonctions trigonométriques circulaires a argument complexe.

L’ensemble des nombres algébriques Q est un sous-corps dénombrable de C.
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B Nombres réels — Suites

B.1 Suites

Notions

— Une suite (uy,)n>0 de C converge vers [ si Ve > 0, Ing € N, VYn > ng, |u, — 1] <e.

— Soient (uy,)n>o une suite de C, (v,)n>0 une suite de Ry et I € C. SiVn € N, |u, — | < v, et
lim,, .y v, = 0, alors lim,, . u, = 1.

— Une suite (z,)n>0 de C converge si, et seulement si, les suites (Ré(2,))n>0 et (Im(z,,))n>0 convergent.

— Le théoréme de prolongement des inégalités larges : si (up)n>0 €t (vn)n>0 sont deux suites de R
respectivement convergentes vers [ et m avec Vn € N, u,, < v,, alors [ < m.

— Le théoréme des gendarmes : si (Un)n>0, (Un)n>0 €t (Wn)n>o sont trois suites de R telles que Vn € N,
Up < Uy, < Wy, et limy, 4o uy, = lim,, oo w, =1, alors (v,,),>0 converge et sa limite est /.

— Si (un)n>0 st une suite croissante de R, (uy,),>0 converge < (uy,)n>0 €st majorée.

— Le théoréme des segments emboités : I'intersection d’une suite décroissante de segments (i.e. des
intervalles fermés et bornés) dont la longueur tend vers 0 est réduite & un singleton.

— Une suite (uy,)n>0 de R tend vers 400 si VA € R, 3Ing € N, Vn > ng, u, > A.

— Si (un)n>0 st une suite croissante non majorée de R, alors (u,),>o diverge vers +oo.

— Les théorémes de croissances comparées : si A € C et k € Z, limn_)+oo% =0et |\ <1=
lim, 4o A"n* = 0. Mais si A € R, A > 1 = lim,_, o A"n* = 4-00.

~Sia>0, limy e {/a=1

— Une suite (u,)n>o0 de C est de CAUCHY si Ve >0, Ing € N, Vn = ng, Vp € N, |u,, — tpyp| < €.

— Toute suite convergente de C est de CAUCHY.

— Toute suite de CAUCHY dans C est convergente (C est complet).

— Si (un)n>o est une suite de C convergente vers [, toute suite extraite de (u,),>0 converge vers .

— | € C est une valeur d’adhérence de (u,),>0 € CN & Ve >0, YN €N, In> N, |u, — | <e.

— Si (un)n>o est une suite de C, la série de terme général u,, est la suite (S, ),>0 des sommes partielles
d’indice n, ou S, = > ;_, ux. Cette série converge et a pour somme S si la suite converge vers S.

— On ne modifie pas la nature d’une série en en changeant un nombre fini de termes.

— Si une série de C converge, son terme général tend vers 0.

— Si z € C, la série géométrique 2::6 2" converge < |z| < 1. Elle a alors pour somme 1;-

— Le théoréme de comparaison des séries a termes positifs : si Y, et > v, sont deux séries & termes
positifs avec Vn, 0 < u, < v,, Y v, converge = >  u, converge; »  u, diverge = > v, diverge.

— Le théoréme de convergence des séries de RIEMANN : si v € R, ((a) = Y - converge < a > 1.

— Toute série absolument convergente de C est convergente.

— Le théoréme de décomposition en base B > 2 : pour tout réel x € [0;1], il existe une unique suite
d’entiers (a,),>1 vérifiant = 3720 soul<a, <B—-1letVp, 3¢g>p, a, < B -1

— Le théoréme de WALLIS : = € Q < (ay,)n>1 périodique & partir d’un certain rang.

Savoir-faire

— Utiliser des suites adjacentes réelles : elles convergent vers la méme limite.

— Retenir les démonstrations de ce chapitre : elles sont reproductibles dans les exercices.

— Déterminer la limite d’'un quotient de polyndémes en n.

— Lors des grandes occasions, utiliser le critére de CAUCHY pour prouver qu’'une suite de C converge.

— Le critére de CAUCHY pour des séries s’applique a des tranches de CAUCHY ZZIZ 41 Uk

— Extraire dans le bon ordre une sous-suite vy(,) = Ugoy(n) de la sous-suite v, = ug(y).

— Toujours s’assurer de la convergence d’une série avant d’écrire Z::é Up, -

— Une suite a valeurs dans Z converge si, et seulement si, elle est stationnaire.

— Utiliser le théoréme spécial des séries alternées : si (u,),>0 est une série alternée dont le terme
général décroit en module vers 0, alors Y u,, converge. Mieux, |R,| < u, et a le signe de (—1)""1.

— Utiliser le théoréme de CESARO et ses nombreuses variantes !
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B.2

Topologie de R — Limites

Notions

On dit que U C R est ouvert si Vo € U, 3¢ > 0, |x —e;z +e[C U.

Une union quelconque d’ouverts est ouverte. Une intersection finie d’ouverts (IFO) est ouverte.

L’ensemble des ouverts de R est appelé « topologie de R ».

On dit qu’une partie de R est fermée si son complémentaire est ouvert.

Une intersection quelconque de fermés est fermée. Une union finie de fermés est fermée.

Les parties finies de R sont fermées.

Un voisinage de x € R est une partie V' C R telle qu'il existe € > 0 avec |z —e;x +¢[C V.

Un voisinage de (+00) est une partie V C R telle qu’il existe A € R avec [A; +oo[C V.

U C R est ouvert < U est voisinage de tous ses points.

Une intersection finie de voisinages de z € R est un voisinage de .

Six #y dans R, il existe V et W, voisinages respectifs de z et de y, tels que VN W = 0.

STACR,2€Ae >0, |Jr—crtefCAetrc A Ve>0, [t—cxt+enNA#D.

A est le plus grand ouvert contenu dans A et A est le plus petit fermé qui contient A.

Si ACRetae A, aest adhérent & A < il existe une suite (a,),>0 de A tendant vers a.

Si B C A, B est dense dans A si A C B (tout point de A est limite d'une suite de B).

Le théoréme de BOLZANO-WEIERSTRASS : de toute suite bornée de C, on peut extraire une sous-

suite convergente.

K C C est un compact < de toute suite de K, on peut extraire une sous-suite convergente dans K.

Sif:A—Retaec A onnote lim, ., f(z)=1eRsiVV eV, VeV, fWNA) CV.

Sif:A—Reta,l eR, lim, , f(x)=1<Ve>0,In>0, Ve €A (lx—al <n=|f(x)—1I <e).

Sif:A—=RetaeR, lim, ,, f(z)=4c0c=VM R, In>0, Ve e A (Jr—a| <n= f(z) > M).

Sif:A-RetleR limy yoo f(2) =1 Ve>0, IMeR, Ve e A, (x> M= |f(zx) -1 <e).

Sif:A—-R lim, . f(z) =40 VM eR, INeR, Vz € A (x> N= f(x) > M).

Le théoréme de recollement : si f : A — R, a € A adhérent & chacune des p parties A, de A avec
" A; = A et pour tout 1 < ¢ < p, lim,_, fla,(z) =1, alors lim,_, f(z) = L.

Le théoréeme de prolongement des inégalités larges : si f, g : A — R convergent respectivement vers

let menac€Ravec f < g, alors [ < m.

Le théoréme des gendarmes : si f,g,h : A — R sont telles que f < g < h et lim, f = lim, h = [,

alors ¢ converge en a € R et sa limite est [ € R.

Si f: A — R vérifie la condition de CAUCHY en a € R adhérent & A (i.e. Ve > 0, IV € V,,

Ve,y e VA, |f(x)— f(y)] <e), f admet une limite finie en a.

Savoir-faire

Caractériser A ouvert < A = A et A fermé < A = A.

Méme si (+00) est adhérent & A, (+00) ¢ A (ce n'est pas un réel).

Utiliser le théoréme de composition des limites.

Faire tendre la variable le long d’une certaine suite.

Utiliser la caractérisation séquentielle des limites : si f : A — R et a € R est adhérent a A,
lim, ., f(z) = | < pour toute suite (z,),>0 de A convergente vers a, lim, o f(x,) = [.

Utiliser les critéres d’existence des limites a droite et a gauche pour des fonctions monotones.

Curiosités

Les points d’accumulation, les points isolés, la notion d’espace topologique, de topologie faible...
Le théoréme de BOREL-LEBESGUE (ou de HEINE-BOREL) : A est fermé et borné < de tout recou-
vrement de A par des ouverts de R", on peut extraire un sous-recouvrement fini.

Le théoréme de BAIRE : toute intersection dénombrable d’ouverts denses d'un espace métrique
complet est dense. De la découlent moult jolis résultats.

Le théoréme de TYCHONOFF : un produit quelconque de compacts est compact.
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B.3

Systémes dynamiques discrets

Notions

Si f: E — FEetaé€ E,lasuite f-récurrente définie par g = a et x,11 = f(x,) pour n > 0 est
appelée systéme dynamique discret.

Les notations de LANDAU : si (4 )n>0 €t (U5 )n>0 sont des suites réelles, on dit que u,, = O(v,,) pour
n tendant vers (4o00) sil existe ng € N et (¢,,)n>n, bornée telle que u,, = ¢, v, pour n = ng; on dit
que u, = o(v,) pour n tendant vers (4o00) s’il existe ng € N et (€,,)n>n, tendant vers 0 en (400)
telle que u,, = €,v, pour n = ny.

Up, ~n—too Un 8’1l existe ng € N et (a,)n>n, tendant vers 1 en (4-00) telle que u,, = a,,v, pour n = ny.
Up ~ntoo Un < Up — Uy = 0(Vy).

e~ oo € S Uy, — v, = 0(1).

Si (Un)n>0 €t (Vn)n>0 SONt positives avec uy, ~p oo U €t lim, 4 oo uy, # 1, alors In(uy,) ~p—ioo In(vy).
Le théoréme de comparaison des séries a termes positifs : si (u,)n>0 et (vn)n>0 sont deux suites
réelles, (vy,)n>0 étant a valeurs positives et u,, = o(v,,) (ou u, = O(v,)), alors > v, converge = »_ u,
converge. Et si u, ~, 100 Up = 0, les deux séries > u, et > v, sont de méme nature.

Le théoreme des gendarmes : si (un)n>0, (Un)n>0 €t (wy)n>o sont trois suites réelles telles que Vn € N,
0<u, <v, KWy et Uy =~y oo Wy ~poioo In >0, alors vy, ~p oo Uy

f: 1 — R continue et (u,),>o suite f-récurrente de I convergente vers | € I = f(I) = .

Le théoréme du point fixe de BANACH-PICARD : une application f contractante (i.e. k-lipschitzienne
avec k < 1) d'un espace métrique complet non vide dans lui-méme admet un unique point fixe, vers
lequel converge toute suite f-récurrente.

Si f:I—TRestC! el point fixe de f et |f'(I)| < 1, [ est un point fixe attractif.

Savoir-faire

Ne pas sommer des équivalents !

Ne pas composer des équivalents par une fonction!

Utiliser les équivalences suivantes : u, = O(v,) < Ing € N, IM > 0, Vn = ng, |u,| < M|v,| et
up, = 0(v,) & Ve >0, Ing € N, Vn = nyg, |u,| < elv,.

Up, ~notoo Un = Ve >0, Ing € N, Vn = ng, (1 —¢e)v, <up, < (1+€)v,.

Toujours vérifier la non-nullité des expressions présentes dans des équivalents.

Deux quantités équivalentes sont de méme signe strict & partir d’un certain rang.

Etudier les suites du type u, = au,_1 + bu,_s et exprimer le terme général en fonction des racines
A # p de Péquation caractéristique z? —az—b = 0 (u, = AN"+ Bp" ou u,, = (An+B)\", A, B € C).
Identifier les limites potentielles d'un systéme dynamique discret (points fixes de f continue...).
Tracer le graphe de la fonction en question, de la premiére bissectrice, etc.

Etudier des suites f-récurrentes avec f monotone (si f est croissante, (u,),>o est monotone et si f
est décroissante, f o f est croissante).

Etudier des suites homographiques (v, = u, — [ pour u,4; = au, +b et v, = Zz—:ﬁ ou v, = %+A
__ aunp+b ~ : )4 : __ al+b _dy.
POUT Upt1 = Z27 O A # p sont racines de I'équation | = $=57 en [ # C)

Etudier des suites récurrentes simultanées (comme 'arithmético-géométrique).
Utiliser les algorithmes de recherche de zéros d’une fonction (dichotomie en O (2%), méthode des
sécantes de LAGRANGE en O(a™), méthode des tangentes de NEWTON-RAPHSON en O (52"), etc.).

Curiosités

La suite de FIBONACCI, les suites de LUCAS, le nombre d’or ¢ = 1+2‘/5, les calculs approchés de
racines (méthode de HERON pour les racines carrées)...

L’expression du terme général des suites récurrentes d’ordre n.

Les variantes du théoréme du point fixe (& paramétre, de BROUWER, etc.).

La méthode des parties principales successives (ou de la loupe), le théoréme de RAABE-DUHAMEL...
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C
C.1

Fonctions de la variable réelle

Fonctions continues

Notions

Si f: A— C, f est continue en a € A si lim,_, f(z) = f(a).

Sif:A—C, festcontinneena € A< Ve>0,3dIn>0,Vee A, (Jr—al <n=|f(x)—f(a)| <e),

équivalent a ce que pour tout voisinage V' de f(a), il existe un voisinage W de a tel que f(WNA) C V.

Le théoréme de recollement : si f : A — C, a € A adhérent & chacune des p parties A, de A avec
P A; = A et pour tout 1 < ¢ < p, lim, ., fla,(z) = f(a), alors f est continue en a.

Le théoréme du prolongement par continuité : si f : A — C continue et b € A avec lim,_;, f(z) = I,

alors f admet un prolongement continu g sur AU {b} avec g4 = f et g(b) = L.

Si K est un compact de R et f: K — C est continue, alors f(K) est compacte.

f+ A — Cest uniformément continue si Ve > 0, In > 0, Yo,y € A, (|lz—y| < n = |f(x)—f(y)| < ¢).

Sik>0,f:A— Cest k-lipschitzienne si Va,y € A, |f(z) — f(y)] < klz — y|.

f lipschitzienne = f uniformément continue = f continue.

Le théoréme de HEINE : si K compact et f: K — C continue, alors f est uniformément continue.

Le théoréeme des valeurs intermédiaires : si I est un intervalle de R et f : I — R est continue, alors

f(I) est un intervalle de R.

Si [ est un intervalle et f : I — R est monotone, alors f continue < f(I) intervalle.

f: A — B est un homéomorphisme si f est continue, bijective et f~1 est continue.

Si I est un intervalle et f : I — R est strictement monotone et continue, alors f: I — f(I) est

un homéomorphisme. En particulier, f~!: f(I) — I est continue.

Les théorémes de croissances comparées : sia > 1 et a, 3 > 0, lim, ;o 2—j =0, lim, h’%ﬁ =0

et lim, o+ 2% In(x)? = 0.

Une application continue sur R qui admet une limite finie en (£00) est uniformément continue.

Savoir-faire

Nier la notion de continuité (pour des raisonnements par contraposée ou par ’absurde).

Utiliser les théorémes d’opérations sur les fonctions continues.

Justifier les passages a la limite par la continuité des fonctions.

Tracer les graphes des fonctions pour y voir plus clair!

Identifier les graphes des fonctions exponentielles, puissances et trigonométriques.

Retenir que la continuité est un phénomene local.

[ continue sur A n’est pas équivalent & f|4 continue sur A (cf. xq).

Utiliser la caractérisation séquentielle de la continuité : si f : A — R, f est continue en a € A &
pour toute suite (z,),>0 de A\ {a} convergente vers a, lim, . f(z,) = f(a).

Une fonction f continue sur un compact atteint ses bornes : f admet un minimum et un maximum.
Appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires aux moments opportuns (et aussi a f — g).
SineZetzeC, e = (e)", mais pas forcément pour n non entier!

Utiliser Vz € C, e* = Z:i% %7,1 L’exponentielle est un homéomorphisme strictement croissant de R
sur RY, de réciproque le logarithme népérien In (aussi noté Log).

Si D > 1, le logarithme en base D est logp,(x) = 11;1((;)). Par convention, log,(z) : x — 0.

L’écriture décimale de tout entier naturel non nul n comporte E(log(n)) + 1 chiffres.
Résoudre des équations fonctionnelles pas & pas (avec extension par densité ou passage a la limite).

Curiosités

Définition topologique d’une fonction continue : I'image réciproque de tout ouvert est un ouvert.
R™ et R™ ne sont pas homéomorphes pour des entiers m # n.

— Il n’existe pas d’homéomorphisme de [0; 1] dans [0; 1]?, mais une surjection continue, oui (HILBERT) !
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C.2

Dérivation des fonctions a variable réelle

Dans tout ce chapitre, I et J désignent des intervalles d’intérieur non vide de R.

Notions

Sif:I— C, f est dérivable en zy € I si lim,_.,, W existe dans C.

Si f:I — C, festdérivable en gy € [ & Ve >0, In > 0, Vo € I\ {zo}, (]t — x| < n =
f(z)—f(z0)

T—x0
L’équation de la tangente en o d’une fonction dérivable en xq est : y = f(xo) + (x — o) f'(20).
La dérivabilité d’une fonction en un point implique sa continuité en ce point.

&A“mﬂJﬁCmm%m%MJIﬁM%a<Hﬁ):§:ﬁ~ﬂ
k=1

k=1 k=1

— f(xo)| < &) on f'(x0) est la valeur de la dérivée de f en x.

La formule de LEIBNIZ : si f,g: I — C sont C", fg Vest et (fg)™ = Z CE () gn=h),

k=0
Si f,g: 1 — C sont dérivables, go f l'est et (go f) = f"- (¢ o f).
Si f: I — J est bijective, 1o € I, yo = f(xg) € J avec f dérivable en zg, f'(z¢) # 0 et f~! continue
1

f(@o) — (f o f~")(wo)

f: I — J est un diffeomorphisme si f est bijective avec f et f~! dérivables.

Si f: I — R est strictement monotone et dérivable avec Vo € I, f'(x) # 0, alors f(I) est un
intervalle d’intérieur non vide et f : I — f(I) est un diffeomorphisme; f~!: f(I) — I est dérivable.
Un C" diffeomorphisme f est un difféomorphisme de classe C™. f~! est alors aussi C".

en yo, alors f~1 est dérivable en yo et (f 1) (o) =

lim, .o 1LS(I) . llmz—ﬂ) slnx(x) 1, lim,_.o % = 1.

Sla>Oetx€Rd‘;: n(a)a®.

" (=1)"nl d"] 1 —1

dx’x‘ = ( xn)ﬂn : n£ z) _ D7 7(Ln ) , cos™ () = cos (q: + n%) , sin™(z) = sin (:c + ng)
~ dArccos() -1 d Arcsin(x) 1 dArctan(z) 1 d Arccotan(z)  —1

dx /1= 22 dz V1= 22 dz 14 dz T 142

Savoir-faire

Pour des fonctions a valeurs dans C”, les opérations se font composante par composante. Par exemple,
F : I — C" est dérivable en xy € I si, et seulement si, chacune de ses n composantes ’est.

Ne pas dissocier « physiquement » d—z

Retenir que la dérivabilité est un phénomene local.

Manier avec aisance les dérivées de fonctions composées.

Connaitre les dérivées des fonctions usuelles.

Utiliser Vx € R, lim,, | (1 + %)n = e*.

Si o € R, on ne peut dériver f* que si f est a valeurs dans R7.

Toujours vérifier la dérivabilité aux bornes des intervalles de définition (x — +/z est continue en 0,
mais pas dérivable en 0).

Si P(x) = Y50 ax®, utiliser Iécriture P™ () = D sp Kk = 1) (k —p+1)aga".

Curiosités

Les fonctions a variable complexe (méromorphes, holomorphes, analytiques, etc.).
Il existe des fonctions continues partout mais nulle part dérivables.

Il existe des fonctions dérivées discontinues sur un ensemble dense.

L’ensemble des points de continuité d’une fonction dérivée est dense.

Une fonction dérivée n’est pas nécessairement intégrable au sens de RIEMANN.
Le théoréeme de DARBOUX : si f : I — R est dérivable, f'(I) est un intervalle.
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C.3

Variation des fonctions

Dans tout ce chapitre, I désigne un intervalle d’intérieur non vide de R.

Notions

Si f: 1 — R est dérivable en Vextremum local zq € I, alors f/(x,) = 0.

Le théoréme de ROLLE : si f : [a; b] — R est continue sur [a; b] et dérivable sur |a; b[ avec f(a) = f(b),
alors il existe ¢ €]a; [ tel que f'(c) = 0.

La formule des accroissements finis : si f : [a;b] — R est continue sur [a; b] et dérivable sur ]a; b avec
a < b, alors il existe ¢ €]a; b] tel que f(b) — f(a) = f'(¢)(b— a).

L’inégalité des accroissements finis : si f : [ — R est dérivable et s’il existe M tel que |f'| < M,
alors Va,y € I, [f(y) — f(2)| < Mly — .

Si f: I — R est dérivable, 3k, |f'| < k < f est k-lipschitzienne.

F : I — C™ est une primitive de f : I — C" si F' est dérivable et F’' = f.

Le théoréme de la limite de la dérivée : si xg € [ et f : I — R est continue sur [ et dérivable sur
I'\ {zo} avec lim,_,, f'(x) =, alors f est dérivable en xo, f'(z¢) = et f’ est continue en x.

La régle de ’'HOSPITAL : si xg € I et f,g : I — R sont continues sur I et dérivables sur I \ {z}
avec lim,_,, % =leRetVoel\{x}, ¢(x)#0, alors lim, ., % =1.

La formule de TAYLOR-LAGRANGE : si f : [a;b] — R est de classe C" sur [a;b] et D" sur ]a; b|,

alors il existe ¢ €]a; b tel que f(b) = f(a) + f'(a)(b—a)+ -+ f(”)(a)% + f (¢ (b(:fjr):;l-

Si X,Y € R", le segment d’extrémités X et Y est [X;Y] = {(1 — \)X 4+ XY }acpou)-

C C R™ est convexe si VX, Y € C, VA € [0;1], (1-NX+ Y €C.

C C R™ est convexe < VA, ..., N\, € Ryavec Y 7 N =1, VXy,.... X, e C, Y P \NX,eC.

f: 1 — R est convexe si Vo,y € I, VA € [0;1], f[(1—=Nax+ Ay] < (1=N)f(x)+Af(y).

L’inégalité de JENSEN : f : I — R est convexe < l'épigraphe de f est convexe & V..., A\, € Ry
avec y b N =1, Yau,...,xp € 1, fOOS0 M) <D0 Nif(w).

Si f: I — R est dérivable, f convexe < f’ croissante < Va,b € I, f(b) > f'(a)(b—a) + f(a).

Si f:I — RestD? fconvexe < f” > 0. Etsi f” ne s’annule pas sur tout un intervalle d’intérieur
non vide de I, f est strictement convexe.

L’inégalité de la moyenne : si 0 < 21 < --- < 2, 21 < Zni < VJx < %le < \/%Z{E? < z,.

z4

Savoir-faire

Le théoreme de ROLLE s’applique souvent a une différence f — g.

Plus que pour tout autre chapitre, tracer les graphes des fonctions — avec les tangentes remarquables !
Utiliser les inégalités Vo € R, €” > 14+ x; Ve > —1, In(1+2) <z et Vo € [0;5], 22 <sin(z) < 2.
Caractériser la (stricte) monotonie d’une fonction dérivable par le signe (strict) de sa dérivée.
Dresser des tableaux de variations complets (dérivée(s), signes, limites, valeurs remarquables, etc.).
Deux primitives d’une fonction définie sur un intervalle sont égales a une constante additive pres.
Ne jamais oublier les valeurs absolues dans [ I dz = In (|z|).

Utiliser et surutiliser le théoréme de la limite de la dérivée.

Retrouver la formule de MAC-LAURIN (pour a = 0) et TAYLOR-LAGRANGE pour b = a + h.
Déterminer 1’équation d’une tangente et d’une sécante a un graphe.

Utiliser I'inégalité aux pentes des sécantes et la croissance des pentes des sécantes issues d'un point
pour les fonction convexes (sans oublier de faire un dessin...).

Caractériser des extrema locaux avec la convexité.

Manier les formules de trigonométrie sur le bout des doigts!

Connaitre sans hésiter le graphe de chacune des fonctions trigonométriques hyperboliques.

Curiosités

Les fonctions trigonométriques hyperboliques a argument complexe.
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C.4

Développements limités

Dans tout ce chapitre, I désigne un intervalle d’intérieur non vide de R.

Notions

Les notations de LANDAU : si a € R est un point d’accumulation de A C Retsi f,g: A — R, on dit
que f = O(g) en a s’il existe un voisinage Vj de a et ¢ : VoN A — R bornée telle que f(x) = p(z)g(z)
pour z € Vo N A; on dit que f = o(g) en a s’il existe un voisinage Vp de a et et ¢ : VN Ay — R
tendant vers 0 en a telle que f(x) = e(x)g(x) pour z € VN A.

f~agsilexiste Vo € Vet a: VoNA— R, lim, o = 1, telle que f(z) = a(x)g(x) pour z € VN A.
fr~age [—g=049)

@~ e & f—g=o04(1).

Sif,g:A—RY avec f ~, getlim, f# 1, alors In(f()) ~;—a In(g(x)).

Le théoréme d’intégration des o : si a € I et f,g : I — R sont continues sur I et dérivables sur
I\ {a} avec f' =o(¢") en a et ¢’'(x) # 0 pour z € I\ {a}, alors f(z) — f(a) = 0,—a(g9(x) — g(a)).
Sif:I— Ret0estadhérent a I, f admet un développement limité a 'ordre n € N en 0 s’il existe
ao, - . ., a, € R tels que, pour x tendant vers 0, f(z) = ap + a1 + asx® + - - + a,z" + o(z").

f admet un développement limité a l'ordre 0 en a < f admet une limite en a.

f admet un développement limité a l'ordre 1 en a < f (se prolonge en une fonction) dérivable en a.
La formule de TAYLOR-YOUNG : si f : I — R est de classe D" avec a € I, alors f admet un
développement limité au Voisinage dea: f( )= fla)+ f'(a)(x—a)+---+ f™(a ) 9" 1L o((z—a)").
Au voisinage de 0, ¢* = 1+ +Z 4.+ 2 4 o(z"), cos(z) =1 - L + 2 ... 4 LU i + o (1),

(2n)!
_ n2n+1 :E5 o
sin(r) =z — % —i—m—-“—i—(é)nT),—ko(Q"“), tan(x):x+§+21—5+13715 + o(x?),
1+$—1—x+:1: — 24 (=)™ + o(a), ﬁ:1+x+$2+x3+~--+x”+o( "),
pour a € R, (1 + x)* —1+oz:c—|—oz(a—1)%—|— ctafle—1)(a—=2)-(@—n+1)% + o(z")

et —In(l—z)=z+% +%+- + % +o(a").

Savoir-faire

Ne pas sommer des équivalents! Ne pas composer des équivalents par une fonction !
Ne pas dériver des équivalents! Ne pas oublier la constante d’intégration lors de leur intégration !
En cas de doute dans les notations, toujours revenir aux définitions.

L. 2 . 2
Ne pas écrire cos(x) ~y—o 1 — 5 mais cos(z) — 1 ~po =5

Toujours préciser au voisinage de quel point on réalise des2développements limités et équivalents.
Utiliser le théoréme de changement de variables dans les développements limités et équivalents.
L’écriture f = o(g) en a n’est pas une vraie égalité (non transitive). C'est f(z) € 0,q(g(x)).
Utiliser les équivalences : f = O(g) en a < V5 € V,, IM >0, Vo € Vo N A, |f(z)| < M|g(z)| et
f=o0(g)ena Ve >0, Vo eV, Vee VpNA, |f(x)] <elg(x).

frageVe>0, IVgeV,, Ve ehnA (1—-¢)g(x) < f(z) < (1+¢e)g(x).

Toujours vérifier la non-nullité des expressions présentes dans des équivalents.

Deux quantités équivalentes en a sont de méme signe strict au voisinage de a.

Retrouver rapidement les développements limités usuels (par parité, en intégrant, ay = ! (kk)!(“), etc.).
Toujours effectuer les calculs sereinement et avec méthode.

Etudier une fonction (points d’inflexion, directions asymptotiques, position des tangentes, etc.).
Donner des développements asymptotiques (de fonctions, de racines d’équations, etc.).

Lorsque u,, ~ t,4+1 — 0, chercher a tel que u; ; = uy (1 +auf + o (uﬁ)) en effectuant un dévelop-

pement limité de u, 1 ; prendre alors « = —k et appliquer le théoréme de CESARO.

Curiosités

L . noo1 1 1 1 1 1 1
La série harmonique } 2,z =In(n) + 7+ 55 — 52 + 5007 — w6 + 73008 + 0 (n_9) :
Les séries entiéres...
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C.5

Suites de fonctions

Dans tout ce chapitre, I désigne un intervalle d’intérieur non vide de R. X est un ensemble.

Notions

Si pour tout n € N, f,, : X — C, on dit que la suite de fonctions (f,),>o converge simplement vers
f:X — Csur X sipour tout z € X, lim,, 1o fn(x) = f(z).

(fn)n>0 converge simplement vers f sur X < Vo € X, Ve >0, Ing € N, Vn > ng, |fu(z)—f(2)] <e.
Si pour tout n € N, f,, : X — C, on dit que la suite de fonctions (f,),>0 converge uniformément
vers f: X — Csur X silim, o0 ||fn — flloox = 0.

(fn)n>o converge uniformément vers f sur X < Ve >0, Ing € N, Vn > ng, ||fn — flleox <e.

La convergence uniforme entraine la convergence simple vers la méme fonction sur le méme intervalle.
La limite uniforme d’une suite de fonctions continues en un point est continue en ce point.

Le théoréme de D'-ation : si ( fn)n>o est une suite de fonctions dérivables sur I borné qui converge
simplement sur I vers f et si (f})n>0 converge uniformément sur I vers g, alors (f,)n>0 converge
uniformément vers f sur I, f est dérivable sur I et de dérivée g sur I.

f i ]a;b] — C est continue par morceaux sur [a;b] s’il existe une subdivision ¢ = {a = 2y < 71 <
co < Zpoy < mp = b} de [a; 0] telle que pour tout 0 < @ < n, il existe ¢ : [x;;2;41] — C continue
verifiant ;.0 1 = Sz, B0 particulier, f est bornée.

Toute fonction continue sur un compact est limite uniforme d’une suite de fonctions continues
affines par morceaux. Elle est aussi limite uniforme d’une suite de fonctions en escalier.

Toute fonction continue par morceaux sur un compact est limite uniforme d’une suite de fonctions
en escalier.

La limite uniforme d’une suite de fonctions réglées sur un compact est réglée sur ce compact.

Le théoréme de STONE-WEIERSTRASS : toute fonction continue sur un compact est limite uniforme
d’une suite de fonctions polynomiales.

Savoir-faire

Toujours préciser 'intervalle sur lequel une suite de fonctions converge.

La convergence de la série Z::E) [n revient & la convergence de la suite de fonctions (>";_, fi)n>o0-
Il est souvent utile d’étudier la suite (3", _, fr(20))ns0 & xo fixé.

Toujours vérifier la finitude de la norme infinie d’une fonction avant de I'utiliser.

Tracer les graphes des fonctions et intuiter les limites éventuelles.

Le théoréme de D'-ation peut étre étendu au cas C!. Si I n’est pas borné, on peut se ramener a des
convergences uniformes sur tout compact de I.

Curiosités

f est réglée sur [a;b] < f est limite uniforme sur [a;b] d’'une suite de fonctions en escalier < f
admet une limite & droite en tout point de [a;b[ et une limite & gauche en tout point de |a; b].

Les polynomes de BERNSTEIN : B, = > ,_ CF £ (&) X*(1 — X)"*,

Le critére de CAUCHY uniforme : la suite de fonctions (f,,),>0 converge uniformément sur X <
Ve>0, INeN, Vn> N, Vpe N, Vz € X, |f.(z) — forp(2)] < e

Le théoréme de CHUDNOVSKY : si f : [ — R est une fonction continue définie sur un segment
I ne contenant pas d’entiers, alors il existe une suite (P,),>o de polynomes & coefficients entiers
convergeant uniformément vers f sur I.

Le théoréme d’ASCOLI : la convergence simple d’une suite de fonctions équicontinues sur un compact
entraine la convergence uniforme vers la méme fonction sur le méme compact.

Le premier théoréme de DINI : la convergence simple d'une suite croissante de fonctions continues
sur un compact vers une fonction continue entraine la convergence uniforme sur le méme compact.
Le second théoréme de DINI : la convergence simple d’une suite de fonctions croissantes sur un
compact vers une fonction continue entraine la convergence uniforme sur le méme compact.
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C.6 Intégrale des fonctions réglées
Notions

— f:]a;b] — C est continue par morceaux < il existe une subdivision {a = 2y < ¥y < --- < x, = b}
telle que si 0 <@ < N, fljziz,,,( S0it continue et f(zg), f(z7), f(z)), ..., f(z;,) existent dans C.

— L’intégrale d’une fonction en escalier est indépendante de la subdivision compatible choisie.

— L’intégrale d’une fonction réglée est indépendante de la suite de fonctions en escalier qui converge
uniformément vers elle.

— La positivité de l'intégrale : si f, g : [a;b] — R sont intégrables, f < g = fff < ffg.

— La relation de CHASLES : si f : [a;b] — C est localement réglée, ¢ € [a; b], alors fab f= facf + fcb f.

— Si f: ]a;b] — R est continue, positive et d’intégrale nulle sur [a; 0] , alors f = 0.

— Si (fu)n>0 est une suite de fonctions réglées sur [a;b] qui converge uniformément vers f sur [a;b],
alors f est réglée et lim,_, o fab fn = fab f.

2
— L’inégalité de CAUCHY-BUNYAKOVSKY-SCHWARYZ : si f,¢g : [a;b] — R sont réglées, ( f;’ fg> <

b2 4?). Si f et g sont continues, il y a égalité si, et seulement si, f et g sont proportionnelles.
a 09 g g

— Si I est un intervalle de R, f : I — C est localement réglée et o € I, alors F': x € [ — f;) f est
continue. De plus, si f est continue en a € I, alors F' est dérivable en a et F'(a) = f(a).

— Si f:[a;b] — C est de classe C', alors fab f = f)— f(a).

— L’inégalité des accroissements finis : si f : [a;b] — C est de classe C! et s’il existe M tel que |f'] < M,
alors Vi, y € [a; 0], [f(y) — f(2)] < Mly — x|

— La premiére formule de la moyenne : si f,g : [a;0] — R sont continues et si g garde un signe
constant sur [a; b], alors il existe ¢ € [a; b] tel que fb fg= fbg.

— La valeur moyenne d'une fonction continue sur [a; b] est = f f.

— Le théoréme de changement de variables : si f : [a b] — (C est continue et ¢ : [a; 3] — [a;b] est C!

avec o(a) = a et p(3) = b, alors ff(fogp) cp = fabf
— La formule d’intégration par parties : si f, g : [a;b] — C sont continues, g C' et F une primitive de

f sur [a; 0], alors fab } g, = [Fg]g — fab Fyq'.
— La formule de TAYLOR avec reste de LAPLACE : si f : [a; b} — C est de classe C"*! sur [a; ], alors
f(b) = f(a) + f(@)(b—a) + f'(a) 55 4 PO Sy £ () S dt.
— La somme de RIEMANN d’une fonction f relative a une subd1v1810n pomtee est lel f&)(xi—mi).
— Si f:[a;b] — C est continue, lim, 4o =230, f (a4 k=2) = f; f.

Savoir-faire

— On ne change pas la valeur de [ f en modifiant f en un nombre dénombrable de points.

— Ne pas oublier les valeurs absolues dans la majoration ‘ fab f ’ < fab |f| pour f réglée et a < b.

— Toujours s’assurer de 'existence d’une intégrale avant d’en parler et de la majorer!

— Interpréter géométriquement les intégrales comme des mesures algébriques d’aires.

— Utiliser la parité et la périodicité des fonctions pour simplifier les intégrales.

— Ne pas oublier de modifier les bornes d’intégration lors d’un changement de variables.

— L’inégalité de TAYLOR-LAGRANGE s’obtient en majorant par ||f™+||, le reste intégral si a < b.

— Utiliser la méthode des rectangles en O (%) avec les sommes de RIEMANN pour calculer des intégrales
de fonctions monotones et continues. La méthode des trapézes pour des fonctions C? est en O (#) .
Puis viennent les méthodes de SIMPSON en O (#), de BODE en O (n%) et de NEWTON-COTES.

~ Le lemme de RIEMANN-LEBESGUE : si f : [a;b] — C est C° par morceaux, lirf f: f(x)e™ dx = 0.

Curiosités

— L’intégrale de LEBESGUE prolonge celle de RIEMANN.
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C.7

Calculs des primitives

Dans tout ce chapitre, il ne faut pas perdre de vue que les intégrales sont définies & une constante
additive prés et que les fonctions doivent étre intégrables et définies sur leur domaine d’intégration.

Notions

Les régles de BIOCHE pour les fonctions rationnelles trigonométriques :

— si f(x) dx est invariant par z — —z, on posera u = cos(z) (ou u = ch(x));

— si f(x) dx est invariant par x — 7 — x, on posera u = sin(z) (ou u = sh(z));
si f(z)dx est invariant par x — 7 + z, on posera u = tan(x) (ou u = th(x)).

(e G S = (e G))

=
/ tan(z) dz = — In(] cos(x)]), / cotan(z) dz = In(| sin(z)]).
/ 1

1 x 1 1 x 1
a2+x2 dx:aArctan (5), /md[lf:aArgth <E> :%ln(

1
dr =1n (‘x+\/x2+a

a+zx

) .

a—x

dz = Arcsin (i)

lal

) |

Savoir-faire

Reconnaitre puis étudier une intégrale qui dépend d’un paramétre.

Ne pas oublier les constantes d’intégration (sur un intervalle).

Toujours vérifier le signe des expressions dans un logarithme.

Calculer [ cos™sin® et [ ch™sh? en linéarisant les fonctions trigonométriques.
Reéaliser rapidement des changements de variables C! et des intégrations par parties.
Intégrer des fractions rationnelles :

d d -1
— les éléments de premiére espéce / B In(|x — al) et / S sia ¢ 1,
s G—ar - D —a
2r+b
— les éléments de deuxiéme espéce / 5 mrtp dx a faire apparaitre comme / e dr
1 (@24 bx 4 o) 1 (22 4+ bz + o)
dx

(logarithme si n = 1 ou fraction) et (Arctan si n = 1 ou intégrale de cosinus).

1 (@2 +bx 4 c)n
Intégrer des fonctions abéliennes ainsi que des produits de polyndémes et d’une exponentielle.

dx
(x 4+ a)"Va?+br+c

Toujours effectuer les calculs sereinement et avec méthode.
Manier les formules de trigonométrie sur le bout des doigts (notamment les formules du demi-angle).

Le calcul des primitives de la forme est simplifié en posant u =

r+ta

Curiosités

sin(z)

——400

. , . . s

L’intégrale généralisée de DIRICHLET : / dr = 5
0

T

+oo 2 T
— L’intégrale de GAUSS : / e 2 dr = \/;
0

Les intégrales d’EULER : /2 In(cos(z)) dx = /2 In(sin(z)) dx = —g In(2).

0 0
+o0

+o0o
Les intégrales de FRESNEL : / coS (xz) dxr = / sin (ZL‘2) dr = g

—00 —00

2
Les intégrales de WALLIS : [, = / sin”(x) dz ~p— 100 21
n

0
Le calcul numérique d’intégrales par la méthode de ROMBERG, l'extrapolation de RICHARDSON...
Les intégrales elliptiques.
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C.8

Fonctions intégrables

Dans tout ce chapitre, I désigne un intervalle d’intérieur non vide de R.

Notions

Une fonction f : I — C est localement réglée si elle est réglée sur tout compact de I.

Une fonction f : I — R, localement réglée est intégrable sur [ s’il existe M > 0 tel que pour tout
segment J C I, [, f < M. Dans ces conditions, [, f = sup;-; swament (f; f)-

SiaeRetbeR, f:|a;b[— Ry localement réglée est intégrable < lim, - [ f existe.

Le théoréme de comparaison des fonctions positives intégrables : si f,¢g: [ — R, sont localement
réglées avec f < g, alors si g est intégrable, f I'est aussi. Et si f n’est pas intégrable, g ne I'est pas.

Sia€Ret c>0,z € [c;+o0] — — est intégrable < o > 1.
‘/L'OL

SiaeR,a#ceR, x€la;c — est intégrable < a < 1.

|z —al®
+oo
Les séries de RIEMANN : si a € R, Z — converge < a > 1.
n=1 n
n n
La formule de STIRLING : n! ~,, . V27mn (—)

e
Une fonction f : I — C est intégrable si |f| est intégrable (pour I'intégrale de RIEMANN).
SiacR,beRet f:[a;b[— C est intégrable, alors lim,_,- [ f existe et vaut fab f.
On définit des intégrales de fonctions non intégrables comme fa_)b f=lim,_- [T f.

Savoir-faire

Utiliser la caractérisation séquentielle de 'intégrale : f : [a; b)[— Ry localement réglée est intégrable

& il existe une suite (b,),>0 tendant vers b telle que ( fab" f > admette une limite finie.
n>0
Utiliser les formes équivalentes du théoréme de comparaison des fonctions positives intégrables :

lorsque f ~,- g, f intégrable < ¢ intégrable. Et si g est intégrable, f = O,-(g) = f intégrable.
Tracer des graphes et réaliser rapidement des comparaisons série-intégrale.

Savoir calculer des développements asymptotiques en utilisant les théorémes de comparaison sur les
séries a termes positifs : si les termes généraux sont équivalents, alors les sommes partielles sont
équivalentes en cas de divergence ; sinon, les restes d’ordre n sont équivalents en cas de convergence.
Bien vérifier la positivité des fonctions avant d’appliquer des théorémes sur les fonctions a valeurs
positives (il existe des fonctions non intégrables sur [a; b[ pour lesquelles lim,_,- [ f existe...).

/f' < /\fl pour f intégrable.
I I

Toujours s’assurer de l'existence d’une intégrale avant d’en parler et de la majorer!

En cas de doute lors d’une intégration par parties, toujours revenir sur des segments puis faire tendre
les bornes vers les extrémités de 1.

Une fonction intégrable et uniformément continue sur R tend vers 0 en 4o0.

Pour montrer qu’une fonction a valeurs complexes est intégrable, il est nécessaire et suffisant de
prouver que sa partie réelle et sa partie imaginaire le sont.

Ne pas oublier les valeurs absolues dans la majoration

Curiosités

+oo
. . 1 Qo 1 1
La fonction zéta de RIEMANN : p— < ((a) < T ; e ~Notoo m.

1
L’intégrale eulérienne de premiere espéce B : (z,y) € (R + iR)? / "1 — )yt at.
0

o0
L’intégrale eulérienne de deuxiéme espéce I' : z € R} 4 iR — / t* et dt.
0

TrigoFACILE — http://www.trigofacile.com/ 20



C.9

Equations différentielles

Dans tout ce chapitre, I désigne un intervalle d’intérieur non vide de R.

Notions

Sip: I — C est continue et xg € I, les solutions de I’équation 3’ + ¢y = 0 sont exactement les

fonctions = € I+ Ae J50 % ot A € C.

La méthode de la variation de la constante : si Y est une solution non nulle de 3/ + oy = 0, les

solutions de y' + ¢y = ¢ (ot ¢,1 : I — C sont continues) sont les fonctions y(z) = A(z)Y (z) ou A

est une fonction dérivable vérifiant N (z)Y (z) = ¢ (x).

Si z est une solution particuliére de y' + ¢y = 9, les solutions de cette équation sont les fonctions

de la forme Y 4 z ot Y est une solution quelconque de I’équation homogéne associée.

Si p,1,0 : I — C sont continues, o, 3 € C et xg € I, il existe une unique solution y de I’équation

Yy + oy + vy = 0 vérifiant y(xo) = a et y'(zg) = S.

La méthode de la variation des constantes : si y et z sont des solutions indépendantes de y” + @y’ +

1y = 0, les solutions de 4" + ¢y’ + ¢y = 6 (o p,9,0 : I — C sont continues) sont les fonctions
/

Y (z) = Ma)y(z) + p(x)z(x) ot X et p sont des fonctions dérivables vérifiant C;, j,) <;\/) = <2>

Si z est une solution particuliére de 3" + oy’ 4+ ¢y = 0, les solutions de cette équation sont les

fonctions de la forme Y + z ol Y est une solution quelconque de I’équation homogeéne associée.

Si a € C, les solutions de I'équation v’ + ay = 0 sont les fonctions z € I — Xe™** ou A\ € C.

Si a,b € C et «a, 3 racines de X? + aX + b, les solutions de y” 4+ ay’ + by = 0 sont les fonctions

rE€l e +puesia#pfetr el (Ar+p)e®sia=p,on\ucC.

Sia,be€Reta,f racines de X? + aX + b, les solutions de 4" + ay’ + by = 0 sont les fonctions :

—z €l X+ pePTou \, u€Rsi A>0;

—zxel— Ar+pe®ou\pueRsi A=0;

— z €1 e (Acos(wz) + psin(wz)) ot @ = k + iw avec (k,w) E R xR, A\, u € Rsi A <0.

Le lemme de relévement : si f : I — Uest C* avec k > 1, il existe ¢ : I — R C* telle que f(x) = @),

Savoir-faire

Représenter des courbes intégrales avec leurs particularités.

Résoudre des équations différentielles (par les méthodes classiques, le principe de superposition des
solutions particuliéres, analyse/synthése avec le théoréme de la limite de la dérivée, etc.).

Chercher des solutions particuliéres adaptées au second membre (polynomial, exponentiel, etc.).
Connaitre la dimension du sous-espace vectoriel des solutions d’une équation différentielle.
Caractériser I'indépendance de deux solutions y et z d'une équation différentielle linéaire d’ordre 2 :
y(x)  z(z)
y'(z) 2(x)
Avec une solution yy D?, qui ne s’annule pas sur I, d'une équation différentielle linéaire homogéne
d’ordre 2, on peut se ramener a une équation différentielle linéaire d’ordre 1 en posant y = zyjg.
Toujours s’assurer de la non-nullité de y en un point lorsqu’on la manipule (et vérifier a posteriori).

leur wronskien Wy, z)(z) = ne s’annule jamais sur /. Sinon, il est nul sur 1.

Curiosités

Le lemme de GRONWALL : si u,v : [a;+0oo[— R, sont continues et s'il existe C' > 0 tel que
Vo € [a;+oo[, u(z) < C + fax wv, alors Vo € [a; +oo[, u(z) < Celav.

Les équations de BERNOULLI, de RICCATI, de LAGRANGE, de CLAIRAUT, homogénes, autonomes,
les systémes d’équations différentielles couplées, les équations différentielles linéaires d’ordre n, etc.
Les théorémes subtils de CAUCHY-LIPSCHITZ et de PEANO.

Les équations aux dérivées partielles et le théoréme subtil de CAUCHY-KOVALEVSKATA.

Les méthodes numériques d’EULER, de RUNGE-KUTTA, de NEWMARK, des différences finies, etc.
La transformée de LAPLACE.
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Formules de trigonométrie circulaire

Soient a,b,p,q,z,y € R (tels que les fonctions soient bien définies) et n € N.
La parfaite connaissance des graphes des fonctions trigonométriques est nécessaire.

Relations fondamentales
COSQ(‘(L’) + sinZ(:v) =1 _% Cotan(:v) =1+ cotanQ(:p) ~ sin ( %tan(x) =1+ tan2(7~5) = cos%(ﬂc)

)
Arccos(z) + Arcsin(z) = 5 Arctan(z) + Arctan (1) = signe(z) x 5 Arctan(z) + Arccotan(z) = 5

x en radians || cos(z) | sin(x) | tan(z)
0 1 0 0
il V3 1 V3
Arccos(—z) = m — Arccos(z 6 3 3 3
(~) (@ % .
s 1 3
3 2 o V3
Z 0 1 +o0
11 faut savoir linéariser a l'aide des formules d’EULER cos(z) = £ et sin(z) = e”‘;” ; de méme,

développer se réalise a partir des formules de MOIVRE €™® = (cos(z) + i sin(x))™ = cos(nz) + i sin(nz).

Formules d’addition

cos(a+b) = cos(a)cos(b) — sin(a) sin(b) cos(a —b) = cos(a)cos(b) + sin(a) sin(b)
sin(a +b) = sin(a)cos(b) + cos(a) sin(b) sin(a —b) = sin(a)cos(b) — cos(a) sin(b)
tan(a +b) = % tan(a —b) = %

Pour retenir cos (x + n%) et sin (x + ng), il suffit de visualiser les axes du cercle trigonométrique :

+-cos, +sin, —cos et —sin (dans le sens trigonométrique). Ajouter 7 correspond a avancer dans le sens
antitrigonométrique (ou a dériver); retrancher 7 correspond & avancer dans le sens trigonométrique (ou

a intégrer). Par exemple : sin (z 4+ Z) = cos(z) et sin(z + ) = — sin(x).

Formules d’angle double

cos(2x) = cos?(z) — sin?(z) sin(2r) = 2sin(z)cos(z)
= Zeos'(z) ~ 1= 1 - 2sin’(e) tan(20) =

Formules du demi-angle

2 _ 1+4cos(2z) -2 _ 1—cos(2z) _ sin(2z) _ 1—cos(2z)
cos (I‘) - 2 sin (l’) - 2 tan(x) T 1+4cos(2x) —  sin(2z)
En posant t = tan (£) pour x # 7 [27], on a : cos(z) = =5 sin(z) = 25 et tan(z) = 12
2 ; 14227 L+t -t
Somme, différence et produit
cos(p) + cos(q) = 2cos (Z1) cos (B52) cos(p) —cos(q) = —2sin () sin (29)
sin(p) +sin(g) = 2sin (52) cos (257) sin(p) — sin(q) = 2cos (E7) sin (29)
- sin(p+q) _ sin(p—q)
tan(p) + tan(q) = —Cos(p)pco‘sl(q) tan(p) — tan(q) = Cos(p)pcoZ(q)

Procédé mnémotechnique : retenir « coco-moins-sisi-sico-cosi » pour l’ordre des fonctions.

Les produits cos(a) cos(b), sin(a) sin(b) et sin(a) cos(b) s’obtiennent & partir des formules d’addition.
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Formules de trigonométrie hyperbolique

Soient a,b,p,q,z,y € R (tels que les fonctions soient bien définies) et n € N.
La parfaite connaissance des graphes des fonctions trigonométriques est nécessaire.

Relations fondamentales
ch?(z) — sh?(z) = 1 4 coth(z) =1 — coth®(z) = 1x) 4 th(z) =1— th*(z) = =
4 Argch(z) = \/% <L Argsh(z) = \/1; 4 Argth(z) = =
Argch( ) =In(z+ V22 —1) Argsh( ) =In(z+ Va2 +1) Argth(z) = 3 In (3£2)

Il faut savoir linéariser et développer a 1’aide des formules (ch(z) + sh(z )) = ch(nz) + sh(nx)
=c

ch(z) = <= sh(z) = £ e” = ch(z) + sh(z) h(z) — sh(x).

Formules d’addition

ch(a+b) = ch(a)ch(b)+ sh(a)sh(b) ch(a —b) = ch(a)ch(b) — sh(a)sh(b)
sh(a +b) = sh(a)ch(b) + ch(a)sh(b) sh(a —b) = sh(a)ch(b) — ch(a)sh(b)
M) - ey Mamb) - ey

Formules d’angle double

ch(2z) = ch®*(z) + sh?(z) sh(2z) = 2sh(z)ch(z)
= 2ch’(z) —1=2sh’(z) +1 th(2e) = 2

Formules du demi-angle

ch(w) = =52 sh () = 7= th(z) = it = Shery
En posant ¢ = th(5), on a : ch(z) = }ffj, sh(z) = 125 et th(z) = -
Somme, différence et produit
ch(p) +ch(q) = 2ch (1) ch(29) ch(p) —ch(q) = 2sh(E)sh(29)
ship) +shia) = 2sh (50 ch (23] sh(p) —shla) = 2¢h(25%) sh (*3!)
th(p) +th(¢) = Foimg th(p) —th(e) = Fpraw

Procédé mnémotechnique : retenir « coco-sisi-sico-cosi » pour l’ordre des fonctions.

Les produits ch(a) ch(b), sh(a)sh(b) et sh(a)ch(b) s’obtiennent a partir des formules d’addition.

Quelques autres formules

[th(z)dx = In(ch(z)) f@dw = 2 Arctan(e”)
[ coth(z)dz = In(|sh(x)]) i @dw = In(|th(%)])
Au voisinage de 0 :
2 g 420
h =1 - - 2n+1
ch(z) =145+ 57+ +<2n>!+0(9c )
fL'3 x2n+1 ont2
h(z) = I A n
sh(x) Tt +(2n+1)!+0($ )

w3 22° 1747
th(z) = ¢ — = + = — .
@) =e=F+ 35 35 o)
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