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ESpaceS normés Exercice 4 [ 00795 ] [correction]

Soit n € N avec n > 2. Existe-t-il une norme || .|| sur M, (C) invariante par
conjugaison, c’est-a-dire telle que :
Normes
Y(A, P) € My(C) x GL,(C), | 4] = | P~ 4P|

Exercice 1 [00454] [correction]

Soient N1, Na deux normes sur un R-espace vectoriel E. Etude de normes
a) On note By = {z € E/N1(z) < 1} et By = {z € E/Ny(z) < 1}.
Montrer
By =By =N, =N, Exercice 5 [00457 ] [correction]

Pour A = (a;,;) € My ,(K). On pose
b) Méme question avec les boules unités ouvertes. (ai5) np(K) P

n P
2

E E |7 et ||A = m >

i=1 j=1 |al,]| o | HOO 1<i<n7al}éj<p‘al’]|

n o p
Exercice 2 [02639] [correction] |All, = ZZ laijl, 1Ally =
On définit sur £ = C%([0, 1], R) une norme par i=1j=1

Montrer que |||y, |||y et || ||, définissent des normes sur M, ,,(K).

1
N(f) = / )] dt

ient a,b >0 et . Etabli
a) Soient a,b > 0 et u,v > 0. Etablir que Exercice 6 [00459] [correction]

1 b — (a;
JatvVh=1= <%0 Pour A = (a;;) € M, (R) on pose

u+v u v 12

b) Soient f,g € F telles que f,g > 0. Montrer n
2A7( f—1 277(—1 1Al = Z @i
(N(f) + N(9))?
L Montrer que || .|| est une norme matricielle i.e. que c’est une norme sur M,,(R)
¢) En déduire que vérifiant
N(f4+gN((f +9)~") <max(N(f)N(f~"),N(g)N(g™)) VA, B € Mn(R), [|AB| < || Al |B]|

Exercice 3 [02766] [correction] Exercice 7 [03625] [correction]
Soit (E, ||||) un espace vectoriel normé sur K (K =R ou C). Pour A = (a;;) € Mn(C), on pose
= i,J n )

a) Montrer que pour tous z,y € E

n
ol + gl < 2max {1z + il |~ o]} A= s 3 o
b) Montrer que l’on peut avoir I’égalité avec x # 0 et y # 0. Isisn o
Désormais la norme est euclidienne.

¢) Montrer que pour tous z,y € E a) Montrer que || .|| définit une norme sur M,,(C).

b) Vérifier
]l + llyll < V2max {||z + yl|, ll= — yll} VA, B € Mn(C), [AB| < [|A[l[|B]

d) Peut-on améliorer la constante/2 ?
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Exercice 8 [00460] [correction] Exercice 10 [o00462] [correction]
Pour A = (a;;) € M,(C), on pose Pour z = (x1,...,2,) € K" et p > 1 on pose
n n 1/p
Al = su a;.j = |P
4= sup 3 o] o1, <Z i )
j=1 i=1
a) Montrer que || .|| est une norme d’algebre sur M,,(C). Montrer
b) Montrer que si A est valeur propre de A alors |A\| < || A]|. 2]l = pggl_loo Iz,
Exercice 9 [o00461] [correction] Exercice 11 [o03248] [correction]
Soient p > letg>1tel que 1/p+1/qg=1. Soient aq,...,a, des réels et N : K™ — R l'application définie par
a) Montrer que pour a,b > 0
N(x1,...,2n) = a1 |z1] + -+ an |z5]
1 1
ab < Eap + gbq A quelle condition sur les ay, ..., a,, 'application N définit-elle une norme sur

K™ ?
Pour z = (21,...,2,) € K" et y = (y1,...,yn) € K", on pose :

n 1/p n 1/q Exercice 12 [ 00456 ] [correction]
]|, = <Z xip> et [lyll, = (Z |Z/iq> Soient fi,..., fn:[0,1] — R continues.
i=1

i=1 A quelle condition I'application
b) Soit et y dans K™ non nuls. Etablir N:(zr,..zn) = lzfi+ o+ 2nfallo
|z Llz? 1 |yl définit-elle une norme sur R™ 7

2l lylly ~ 2 llly — allylg

et en déduire Exercice 13 [00455] [correction]
n Montrer que I'application N : R? — R définie par
>zl < 2l Iy,
i1

N(z1,22) = sup |y + txs|

¢) En écrivant t€(0,1]
» b1 pei est une norme sur R2.
(il + lws)” = |zl (sl + lwa)" + [yal (il + [wil) Représenter la boule unité fermée pour cette norme et comparer celle-ci a ||| .
justifier
|z + pr < ||pr + ||?JHp Exercice 14 [03905] [correction)]
d) Conclure que |||, définit une norme sur K» On note ¢! (N, K) I'ensemble des suites u = (u,) € KN sommable i.e.
A, .

(N, K) = {u €X' Jun| < +oo}
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Montrer que £*(N,K) est un K-espace vectoriel et que I'application donnée par

—+oo
lully =) Jul
n=0

y définit une norme

Exercice 15 [03903] [correction]
Soit I un intervalle d’intérieur non vide de R. On note L!(I,K) I’ensemble des
fonctions f : I — K continues et intégrables i.e.

rr5) = {7 ec.y [ 1 <+oo)
I
Montrer que L!(I,K) est un K-espace vectoriel et que

111, =/I|f(t)| dt

y définit une norme.

Exercice 16 [03904 ] [correction]
Soit I un intervalle d’intérieur non vide de R. On note L?(I,K) I’ensemble des
fonctions f : I — K continue et de carré intégrable i.e.

L*(IK) = {f ec(, K)// fI” < +oo}
I
Montrer que L?(I,K) est un K-espace vectoriel et que

i1, = (1708 dt)m

y définit une norme.

Exercice 17 [03906 ] [correction]
On note ¢2(N,K) I’ensemble des suites u = (u,,) € KN de carré sommable i.e.

A(N,K) = {u € KN/Z lun|? < +oo}

Montrer que £2(N,K) est un K-espace vectoriel et que 'application donnée par

Yoo 1/2
2
lully = (Z || )

y définit une norme.

Exercice 18 [ 04096 ] [correction]
On introduit une norme || . || sur l'espace des colonnes M,, 1(R) en posant

Non défin

et note S ’ensemble formé des colonnes de M,, 1 (R) de norme égale a 1.
a) Soit A € M,,(R). Montrer I'existence de

sup [[AX ]|
Xes
b) On pose
N(A) = sup [|AX]|
Xes

Justifier que pour tout X € M,, 1(R), [|[AX| < N(A) [ X].
c) Vérifier que N définit une norme sur M, (R).
d) Montrer

n
N(A) = sup Y _lai;
j=1

1<isn

Distance

Exercice 19 [03272] [correction]

On norme l'espace B(N,R) des suites bornées par la norme infinie notée ||. || .
Déterminer la distance de la suite e constante égale a 1 au sous-espace vectoriel Cg
des suites réelles convergeant vers 0.

Exercice 20 [03273] [correction)]

On norme l'espace B(N,R) des suites bornées par la norme infini notée || . || .
Déterminer la distance de la suite u = ((—1)")nen au sous-espace vectoriel C des
suites réelles convergentes.
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Exercice 21 [o0470] [correction]
On norme l'espace B(N,R) des suites bornées par la norme infini notée || . || .
Pour = € B(N,R), on note Az la suite de terme général

Az(n) =z(n+1) —z(n)

puis on forme F = {Az/x € B(N,R)}.
Déterminer la distance de la suite e constante égale & 1 au sous-espace vectoriel F'.

Exercice 22 [03463] [correction]
Soit E lespace des fonctions bornées de [—1, 1] vers R normé par

[flloe = sup [f(2)]

ze[—1,1]
Déterminer la distance de la fonction

1 size€]0,1]
frz—< 0 siz=0
-1 size[-1,0]

au sous-espace vectoriel F' de E formé des fonctions continues de [—1, 1] vers R.

Comparaison de normes

Exercice 23 [ 00466 ] [correction]
Soit E = C%([0,1],R). On définit les normes ||. ||, ||. ]|, et || .|, par :

11, = | @l £l = < / 1 f(t)zdt)

1/2
et [|fllo = sup|f]
[0,1]

a) Montrer que | .||, est plus fine que ||.[|; et || .||, mais qu’elle n’équivaut ni &
I'une, ni a autre.
b) Comparer ||. ||, et |||,

Exercice 24 [00467 ] [correction]
Soit E = CY([-1,1],R). On définit Ny, Ny et N3 par

1

Ni(7) = sup 11, Na(f) = O)]+ sup 1] et No() = / £l

[=1,1] [—1,1 —1

a) Montrer que Ny, No et N3 sont des normes sur E.
b) Comparer N7 et Ny d’une part, N1 et N3 d’autre part.

Exercice 25 [02412] [correction]
Soient I’espace E = {f € C*([0,1] ,R)/f(0) = 0} et N I'application définie sur E
par
N(f) = Nxs(3f + f)
a) Montrer que (E, N) est un espace vectoriel normé puis qu’il existe o > 0 tel

que Noo(f) < aN(f).
b) Les normes N, et N sont-elles équivalentes ?

Exercice 26 [o00465] [correction)]
Soient E = C'([0,1],R) et N : E — R™T définie par

N(f) = \/f2<o>+ / f2(t)dt

a) Montrer que N définit une norme sur E.
b) Comparer N et ||. |-

Exercice 27 [00473] [correction]
Sur R [X] on définit N et N par :

400
MP) =Y ‘P("')(O)‘ et Na(P)= sup |P(t)
k=0 €l-1,1]

a) Montrer que Ny et N sont deux normes sur R [X].

b) Etudier la convergence pour I'une et autre norme de la suite de terme général

1
P, =-X"
n

c) Les normes N7 et Ny sont-elles équivalentes ?

Exercice 28 [o0468] [correction)]
On note RM I’ensemble des suites réelles nulles & partir d’un certain rang.

On définit des normes | .||, || . [l et || - ||, sur R™ en posant
+00 +o00 1/2
lally =D lunl, Ilull, = (Z Ui> et [Jullo = sup [un|
n=0 n=0 neN
a) Comparer |||, et ||. | .-
b) Comparer ||.|; et |. |,
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Exercice 29 [00469 ] [correction]
On note /1 (N, R) I'espace des suites réelles sommables. Cet espace est normé par

+oo
lally = D Juan
n=0

a) Soit u € (*(N,R). Montrer que u est bornée.
Cela permet d’introduire la norme ||. || définie par

[[ull oo = sup [us|
neN

Comparer ||. ||, et [|. |-
b) Soit u € ¢1(N,R). Montrer que u est de carré sommable
Cela permet d’introduire la norme ||. ||, définie par
oo 1/2
= (3-4)
n=0
Comparer [|.||; et ||. |5

Exercice 30 [o03265] [correction)]

On note B(N,R) I'espace des suites réelles bornées normé par ||. || ..

a) Soit @ = (a,) une suite réelle. Former une condition nécessaire et suffisante sur
la suite a pour que 'application

—+o0
N, :z Zan ||
n=0

définit une norme sur B(N, R).
b) Comparer N, et || .|| -

Exercice 31 [00039 ] [correction]
a) Montrer que
Noo(u) = sup |uy,| et N(u) = sup |unpqr1 — ]

neN neN
définissent des normes sur I'espace F des suites réelles bornées u = (uy,)nen telles
que ug = 0.
b) Montrer que

Yu € E,N(u) < 2N (u)

Déterminer une suite non nulle telle qu’il y ait égalité.
¢) Montrer que ces deux normes ne sont pas équivalentes.

Comparaison de normes équivalentes

Exercice 32 [00463] [correction)]
On note E = C! ([0,1],R).
a) Pour f € F, on pose

N(f) = 1fO) + [l
Montrer que N est une norme sur F.
b) Pour f € E, on pose

N'(f) = flle + 1 N

On vérifie aisément que N’ est une norme sur E. Montrer qu’elle est équivalente a
N.
c) Les normes N et N’ sont elles équivalentes a || .| ?

Exercice 33 [03267] [correction]
Soient I’espace E = { f € C*([0,1],R)/f(0) = 0} et Ny, N3 les applications
définies sur E par

N(f) = 1f Nl et Na(f) = I1f + Fll

a) Montrer que N; et Ny définissent des normes sur F.
b) Montrer que N» est dominée par Nj.
c¢) En exploitant 'identité

montrer que N7 est dominée par N.

Exercice 34 [o00464 ] [correction)]
On note E le R-espace vectoriel des fonctions f : [0,1] — R de classe C! vérifiant
f(0) =0. Pour f € E, on pose

Ni(f)= sup |[f(z)[+ sup [f'(z)| et No(f) = sup [f(z)+ f'(2)|
z€[0,1] z€]0,1] z€]0,1]

Montrer que N7 et Ny sont deux normes sur F et qu’elles sont équivalentes.

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 30 avril 2015

Enoncés 6

Exercice 35 [o02411] [correction]
Soit
E = {f€c*(0,7],R)/f(0) = f'(0) = 0}
a) Montrer que
N:folf + s

est une norme sur E.
b) Montrer que N est équivalente a

vifellflle + 11 M

Exercice 36 [03262] [correction]

Soient E = C([0,1],R) et ET I'ensemble des fonctions de E qui sont positives et
ne s’annulent qu’un nombre fini de fois. Pour toute fonction ¢ € ET et pour toute
fonction f € E on pose

1fll, = sup {[f(®)]e(t)}
te(0,1]

a) Montrer que |[|. ||, est une norme sur £

b) Montrer que si ¢1 et s sont deux applications strictement positives de ET
alors les normes associées sont équivalentes.

c) Les normes ||. ||, et || .||, sont elles équivalentes ?

Exercice 37 [o02767] [correction]

Soient E = C([0,1],R) et ET I'ensemble des fonctions de E qui sont positives et
ne s’annulent qu’un nombre fini de fois. Pour toute fonction ¢ € E™ et pour toute
fonction f € F on pose

1
111, = / O] olt)

a) Montrer que |[|. ||, est une norme sur £

b) Montrer que si ¢ et s sont deux applications strictement positives de ET
alors les normes associées sont équivalentes.
c) Les normes || . ||, et ||.]|,= sont elles équivalentes ?

Equivalence de normes en dimension finie

Exercice 38 [00458] [correction]
Soit N une norme sur M, (R). Montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que

N(AB) < eN(A)N(B)

Exercice 39 [o03146] [correction]
Soient n € N et E l’espace des polynoémes réels de degrés inférieurs a n.
Montrer qu’il existe A > 0 vérifiant

1
vpeE,/ IP()] dt > A sup |P(2)]
0 te(0,1]

Exercice 40 [00474] [correction)]
Pour d € N, on pose E = Ry [X] 'espace des polynomes réels en I'indéterminée X
de degrés inférieurs ou égaux a d.
a) Pour & = (&, . ..,&q) famille de d + 1 nombres réels distincts et P € E, on pose

d

Ne(P) = |P(&)

k=0

Montrer que N¢ définit une norme sur E.
b) Soit (P,) une suite de polynomes éléments de E. Pour tout n € N, on écrit

d
_ k
Po=> ap,X
k=0

Etablir que les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) la suite de fonctions (P,) converge simplement sur R ;

(ii) la suite de fonctions (P,) converge uniformément sur tout segment de R ;
(iii) pour tout k € {0, ..., d}, la suite (ay,,) converge.

Exercice 41 [o2768] [correction)]
Soit E un sous-espace vectoriel de dimension finie d > 1 de I'espace C([0,1],R) de
fonctions continues.

a) Etablir Pexistence de (aq, ... K

,aq) € [0,1]” tel que I'application

d
N:feEw> |f(a)l

i=1

soit une norme.

b) Soit (f,,) une suite de fonctions de E qui converge simplement vers une
fonction f: [0,1] — R.

Montrer que f est élément de E et que la convergence est uniforme.
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Exercice 42 [o01582] [correction]

Montrer que si (P,) est une suite de fonctions polynomiales de degré inférieur a N
convergeant simplement vers une fonction f sur R alors f est une fonction
polynomiale.

Exercice 43 [02409 ] [correction]
a) Quelles sont les valeurs de a € R pour lesquelles 'application

(z,y) = No(z,y) = V22 + 2axy + y?

définit une norme sur R2.
b) Si N, et N, sont des normes, calculer

No(2,y) o sup No(2,y)

inf
(z.)#0 No(T,Y)

(z.y)#0 Np(z,y)
Suites de vecteurs

Exercice 44 [03143] [correction]
Soient A, B € M,(R). On suppose

(AB)" = O,

Montrer que
(BA)" — O,

Exercice 45 [o01670] [correction)]
Soient A, B € M,,(R) telles que

A¥ — s Pet BF —— Q
k——+oo k——+oo
On suppose que les matrices A et B commutent. Montrer que les matrices P et @
commutent.

Exercice 46 [o00471 ] [correction]
Soit (A,,) une suite de matrices inversibles de M, (K).
On suppose

A, > Aet A1 = B

Montrer que A est inversible et déterminer son inverse.

Exercice 47 [o00472] [correction]
A quelle condition sur A € M, (K) existe-t-il M € M, (K) telle que

MY — A7
n—-+0o

Exercice 48 [03010] [correction)]
Soit A € M, (C). On suppose que la suite (A™),en converge vers B.
Montrer que B est semblable & une matrice diagonale n’ayant que des 0 et des 1.

Exercice 49 [03022] [correction)]
a) Soit A € M, (R) diagonalisable vérifiant Sp(A) C |—1, 1[. Montrer A" — O,
b) Méme question avec trigonalisable au lieu de diagonalisable.

Exercice 50 [ 03036 ] [correction]
Soit (A;) une suite convergente d’éléments de M, (K) et de limite A.
Montrer que pour n assez grand

rg(An) Z rg(Aoo)

Exercice 51 [03475] [correction]
Soit (Ay) une suite de matrice de M,,(C) convergeant vers A € M,,(C).
On suppose que les Ay sont tous de rang p donné. Montrer que rgA < p.

Exercice 52 [03413] [correction)]
Soit ¢ € N*. On note E; I'ensemble des A € GL,,(C) telles que

Al =1,

a) Que dire de A € E; telle que 1 est seule valeur propre de A7
b) Montrer que I,, est un point isolé de E.

Exercice 53 [o03s851] [correction)]
Soit a € R. Déterminer lirf Ay avec
o0

a= (o ")

Exercice 54 [03925] [correction)]

Soit A € M,,(R) une matrice antisymétrique telle que la suite (A¥) ey converge
vers B dans M, (R).

Que dire de B?
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Séries de vecteurs

Exercice 55 [o02728] [correction]

Soit M € M,,(C). Montrer I’équivalence de :

(i) toute valeur propre de M est de module strictement inférieur & 1;
(ii) la suite (M*) tend vers 0;

(iii) la série de terme général M* converge.

Exercice 56 [04052 ] [correction)]

Soient E un espace de dimension finie de norme || .|| et f une application de E
vers E.

On dit que f est contractante si

3k € [0,1],Va,y € B, [|f(y) — f(@)| <k lly — =]

a) On suppose que f est contractante et 'on introduit la suite (z,,)nen déterminée
par
x0 € EetVneNz,11 = f(zn)

Montrer que la convergence de la série > x, 11 — Tp.

En déduire que f admet un unique point fixe.

b) Mountrer que s'il existe p € N* tel que fP soit contractante alors f admet un
unique point fixe.
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Corrections

Exercice 1 : [énoncé]

a) Soit z € E. Si x = 0 alors Ny(z) = Na(z) = 0. Sinon :

Posons y = 575 Onay € By C By donc Na(y) < 1 dont Na(z) < Ni(z).
De maniére symétrique Ny (z) < Na(z) puis Iégalité.

b) On reprend la démarche ci-dessus & partir de

_r
Ni(z)+¢

avec € > 0 pour obtenir No(x) < N1(z) + £ avant de faire tendre € vers 0.

y:

Exercice 2 : [énoncé]
a) Par réduction au méme dénominateur

a b I av(u+v) +bu(u+v) —uv

u v u+tv wv(u + v)
qu’on peut réécrire

a b 1 ~ (Vav — vbu)? + (a + b+ 2vab — L)uv

u v u4wv wv(u + v)
et si \/a + b =1 alors
a b 1 _ (Vav — Vbu)?

et en vertu de ce qui précede

N(f+g)N((f+9 ") <

qui donne

NN 0 € g g ™
M =max(N(f)N(f 1), N(g)N(g™"))
Document3

Exercice 3 : [enonce}
a)x =1 (z+y)+ 3 (z—y) donc

]| < max {la + g1l 2 — ||}
Aussi [ly| < max {[lz + y]|, = — ||} done
el + Ilyll < 2max {llz +y| . = — ]|}

b) Sur R? avec ||| = |||l il ¥ a égalité pour z = (1,0) et y = (0,1).
c¢) On a déja
2 2 2
(Ul + Ny D™ < 2{lzlI” + 2|yl

Orz=3(z+y)+ 3 (z—y) donne

u v u4w wv(u + v) )
2 2 2 2
b lall® = 7 (I + 91 + llo = ylI* + 2 }2)” = 211yl
1 1 aussi
dt dt _ _ 1
N((f+g9)~ / —+b/—:aNf1+bNgl 2_ 2 2 _yl? = 2 2
HOEY0] +g o Tt g = NI AN Iwli® = 5 (2 + 91 + 1o = yI* = 2)l2)1* + 2 1y)1*)
. 9. ’ oy 7 dOnC
qui donne l'inégalité voulue avec ) , 1 ) )
) ) lall® + lyl* < 5 (e + w1 + = — yI1*)
NG, N ,
(N() +N(9))? (N(H) +N(9))? puis

qui sont tels que v/a 4+ vb = 1.
c¢) Par l'inégalité triangulaire

N(f+g)N((f+9)"") < (N(f)+N(@)N((f+9)7")

2 2
(=l + [lyl)” < 2max {||z + |, [l =y}

qui permet de conclure.
d) Non, sur R?, il y a égalité pour z = (1,0) et y = (0, 1).
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Exercice 4 : [énoncé] et donc
Casn=2 V1<i,7<n,a,;=0
Par ’absurde supposons qu’une telle norme existe. ainsi la matrice A est nulle.
P A= 01 t B = 0 2 De plus
osons A={ o o JetB={ o (| p
Les matrices A et B sont semblables (via P = diag(1/2,1)) donc ||A| = ||B||. Or
B = 24 donc || B|| = 2 || A puis ||A] = 0. I = sup Z [Aaij| = sup || Z |aii| = Al sup Z Ja il = 1A A]
C’est absurde car A # Os. Isisn = Isisn ISisn =1
Cas général : semblable. ot

IA+ Bl = sup Y las; + byl < sup Zlaulﬂbu\

N - <n
Exercice 5 : [énoncé] S oA
Ce sont les normes usuelles associées a la base canonique sur M, ,(K). donc
A+ B[ < sup Z|au|+ sup Z\b,ﬂ = [lAll+ 1Bl
\z\nj 1 \1\nj 1
Exercice 6 : [énoncé] b) On a
I || est une norme sur M,,(R) car c’est la norme 2 associée a la base canonique de
M, (R). |AB|| = sup Z Zal kb ;| < sup ZZ @i kb ;]
On a ISisn =1 (k=1 ISisn =1 k=1
2
Or
= 3 (S |
1,5=1 .

Do aiwbigl <0 laikl 1brgl = Z @ikl Z bk 5| < Z lai | 1BIl < Al B

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, j=1k=1 k=1 j=1

- k=1
n n donc
<Z %kbk,j> <D diy sz] IAB| < [lA[]|B]
k=1 k=1
donc n n Exercice 8 : [énoncé]
|AB|® < Z aZ, Z v = Al |B|? a) L’application || . || est bien définie de M,,(C) dans R*.
=1 =1 ! Si [|A]| = 0 alors
puis Vléién,ZIaml =0
IAB] < [[All B j=1
et donc
V1 g’&,] <n,ai7j =0
Exercice 7 : [énoncé] I .
. . o ainsi la matrice A est nulle.
a) L’application || .|| est bien définie de M,,(C) dans R*. D
. e plus
Si ||A]] = 0 alors
Y1<i<n, ) laig) =0 1Ml = sup Z il = sup |A Z jai i = Al sup Z Jaii] = I\ [IA]
j=1 \'L\nj 1 <isn \Z\nj 1
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et
n
|A+ B[ = sup Y lai; +bi| < sup Zlau|+\bu|
1<i\nj:1 <igsn
donc
A+ B| < sup Zlau|+ sup Zlb,y = [|All + 1Bl
1<i<n j=1 1<i<n j=1
Enfin
||AB||7 sup Z Zalk‘bkj X Sup ZZ|0J1 kbk,g|
\Z\n'lkl 1<z<n.1k1
J J
Or
n n n
ZZ|alkbk77| ZZ‘azkku,J'—Z‘azk|2‘bkd
j=1k=1 k=1j=1 =1 =1
donc
IAB| < [|A]l B

b) Soit A € Sp(A), il existe X # 0, AX = AX.
En notant z1,...,z, les éléments de la colonne X (non tous nuls) on a

n
= ai;
j=1

n} tel que |x;| = [max || # 0.

Vie{l,...,n}, A\x;
Considérons i € {1, ...,
La relation précédente donne :

n n

s < lai > laigl |l

j=1 j=1

|| <

donc

n
A<D laigl < 14
j=1

Exercice 9 : [énoncé]
a) L’inégalité vaut pour ¢ = 0 ou b = 0. Pour a,b > 0.
La fonction In est concave :

YA €[0,1], Va,y > 0, An(z)

+(1-=XNIn(y) <In(Az+ (1 —Ny)

<[ AllBl

Appliquée & = aP, y = b% et A = 1/p cela donne :

1 1 1 1
—In(a?) + = In(b?) < In (ap + bq)
p q p q
puis
1
ab < —aP + -b?
p
b) On applique le résultat précédent & a = H‘fﬂl et b= leﬁl pour obtenir
|zl 1 |zl” 1 lyil*
Izl Myl ~ pl=lly, — allyllg
En sommant pour ¢ € {1,...,n}, on obtient
1 1
Z ‘xzyz _|_ ]
], l[yll, q
puis
n
> laaysl <l Nyl
i=1

c¢) Par 'inégalité triangulaire

n n
lz 4yl =D lwi+wil” <D (il + lyal)”
i=1 i=1

Or par l'identité proposée

n

> (il + i)

i=1
Par I'inégalité du b)

=1

donc

n 1/q n
1 1
S (i + uil)” < Jol, (z ol ) - >q) ol (z el i) - >q)
=1 i=1

n

)P <Yl (] + [ya )P +Z\y1 | (Jzil + [ya)"™
i=1

1/q

i=1

n n 1/q
S (el + la” < (el + Nyl ) (Zuxiww)
i=1

car (p—1)g=pg—q=p

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 30 avril 2015

Corrections 12

puis
n 1/17
<Z || + [yil) ) < lll,, + llyll,
i=1

n
car 1 —1/q = 1/p (et I'inégalité vaut que > (|z;|” + |yi|") # 0 ou non)
i=1
Finalement
Iz +yll, < llll, + llyl,

d) Les propriétés ||z, = 0=z =0 et |[Az[, = [A|[|z]|, sont immédiates.

Exercice 10 : [énoncé]
Si ||z, =0 alors z =0 et [[z], =0 donc

2l = lim o],

Si ||z||,, # 0. Pour tout p > 1,

P 1/1'7: 1/p
2]l oo < llzll, < (nll2lS) n P2l —or lolle
donc
lim |lzf], = [|lz[lo
p—+oo

Exercice 11 : [énoncé]
Notons (e, ..., e,) la base canonique de K".
Si N est une norme alors
N(ez) =a; >0

Il est donc nécessaire que les aq, ...,
N soit une norme.

Inversement, supposons que les ay,...,a, sont tous strictement positifs.
L’application N est alors & valeurs dans RT.

La relation N(Ax) = |A| N(z) est immédiate.

Puisque les a; sont positifs, on a N(z +y) < N(x) + N(y) car

a; |z + il < aqlzi| + aq |yl

Enfin, si N(z) = 0 alors par nullité d’une somme de quantités positives

Vie{l,...,

a, soient tous strictement positifs pour que

n},a;lx;| =0

donc
vie{l,...,n},x; =0

ie.x =0

Exercice 12 : [énoncé]

L’application IV : R® — RT est bien définie car toute fonction continue sur le
segment [0, 1] y est bornée

La liberté de la famille (f1,..., fn) est une condition nécessaire car, sinon, une
relation linéaire sur la famille (f1,..., f,) détermine un n-uplet (z1,...,z,) non
nul tel que N(zq,...,x,) = 0.

Inversement, supposons la famille (f1,..., f,) libre.

Soient A € R, x = (x1,...,2,) ER" et y = (y1,...,Yn) € R™

Si N(z) =0 alors x1f1 + -+ znfn =0 et donc (z1,...,2,) = (0,...,0) car
(f1,-.., fn) libre.

NQAz) = [Azfr 4+ Az follo = A (@ fr + -+ anfo)ll o = A N(2).
N(@+y)=[(z1 +y)fi + -+ @+ yn) fullo =

Finalement N est une norme sur R"

Exercice 13 : [énoncé]
Quand ¢ varie de 0 & 1, Pexpression |z + tza| varie de |z & |z1 + 22|
Par suite, on peut exprimer plus simplement ’action de N :

N (21, 22) = max {[z1], 21 + 22|}
Soient x = (z1,22) et y = (y1,y2) deux vecteurs de R?.
N(z+y) = max {|z1 + y1], [21 + y1 + 22 + yol} < max {|z1] + [y1], [21 + 22| + |y1 + Y2} <

Pour A € R,

NAz) = max {[A |z1], |A[ |21 + za[} = |A| N ()

Enfin si N(z) = 0 alors |z1| = |z1 + 22| = 0 et donc z1 = 1 + 22 = 0 puis = 0.
Ainsi N définie bien une norme sur R2.

Sizy > 0,29 > 0 alors N(z) = z1 + x2.

Si z1 < 0,29 > 0 alors N(z) = max(—x1, |21 + z2]).

Sizy > 0,29 <0 alors N(z) = max(z, |21 + x2]).

Sizy < 0,29 <0 alors N(z) = —(z1 + x2).

Ces considérations permettent de représenter la boule unité fermée.
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La boule unité fermée pour la norme N De maniére immédiate : N(x) < 2 ||z,
Aussi |z1] < 2N (x) et puisque |z2| < |z1 + @2| + 21| on a aussi |z2] < 2N(z).
On en déduit ||z[| < 2N(x).

Exercice 14 : [énoncé]
H(N,K) C KN et KN est un K-espace vectoriel.

(0)pen € £1(K).
Pour \, i € K et u,v € /1(N,K),

|(Au A+ pw) | <A [un| + (4] |vn]
Par comparaison de séries a termes positifs
M+ o € 01N, K)

(N, K) est un sous-espace vectoriel de KY, c’est donc un K-espace vectoriel.
L’application | .||, : £*(N,K) — RT est bien définie.
—+00
Soit u € £1(N,K). Si ||lul|, = 0 alors ) |u,| =0 donc pour tout n € N, |u,| =0 et
n=0

par suite u = 0.
Soit A € K et u € £}(N,K)

—+oo +oo —+o0
Dol =D A fun| = ALY Junl = (Al fJull,
n=0 n=0 n=0

[Aull, =

Soit u,v € £*(N,K)

—+o00

+oo
lu+vlly = Y fun + vl <Y (lunl + Jonl)

n=0 n=0

“+o0 +oo
= funl+ D loal = llully + o],
n=0 n=0

Exercice 15 : [énoncé]
LY(I,K) C C(I,K) et C(I,K) est un K-espace vectoriel.
0 € LY(I,K).
Soit \,u € Ket f,g € L(I,K).
Pour tout ¢t € I,
|+ pg) (O < [ALF@]+ |pllg(?)

|
donc par comparaison de fonctions positives A\ f + ug € L (I, K).
Finalement L!(I,K) est un sous-espace vectoriel de C(I,KK) et c’est donc un
K-espace vectoriel.
L’application || . ||, : L*(I,K) — R™ est bien définie.
Soit f € L'(1,K). Si ||f|l; =0 alors [, |f(¢)| dt =0 or |f| est continue et positive
sur I d’intérieur non vide donc f = 0.
Soit A € K et f € L'(I,K).

A1y :/II/\I [F@] dt = A £l

Soient f,g € L'(I,K)

I +ll, < / £+ 9] dt = 171, + gl

| . |l, définit bien une norme sur L*(I,K)

Exercice 16 : [énoncé]

L*(I,K) C C(I,K) et C(I,K) est un K-espace vectoriel.
0 e L(I,K).

Soit A € K et f € L?(I,K). Pour tout t € I.

(AN = AP 1F @)

donc par comparaison A\f € L?(I,K).

Soit f,g € L*(I,K). Pour tout t € I
2 2 2 2 2 2

[(F+9) O < AFOI+19@D™ = [FOFF2[f O] lg(@®)+g@)]" < 2 (If(t)l +1g(®)] )

car 2ab < a? + b2

Par comparaison de fonctions positives f + g € L*(I,K).

Finalement L?(I,K) est un sous-espace vectoriel de C(I,KK) et c’est donc un

K-espace vectoriel.

L’application || .||, : L2(I,K) — R* est bien définie.
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Soit f € L*(I,K). Si || f||, = 0 alors [, |£(t)]* dt = 0 or |f|? est continue et
positive sur I d’intérieur non vide donc

vte LIf6) =0

puis f = 0.
Soit A € K et f € L*(I,K).

2
IAfllo = </I AP £ dt) = ALl
Soit f,g € L*(I,K).

If +9ll3 < /I(If(t)|+|9(7f)l)2 dt = Hf||§+2/1|f(t)llg(t)ldt+ lgll3

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour f, g : [a,b] — R continue par morceaux,

b 1/2 b 1/2
< ( / f<t>2dt> ( / g<t>2dt>

b
/ F(D)g(t)dt

Ici
1/2
< 12 llglly

b b 1/2 b
/ |f<t>|g(t>dt<< / FO)P dt) ( / 9(t)? dt)

Or pour f : I — R™ continue par morceaux intégrable

Vla,b] C I, /abf(t)dtg/jf

donc ici

/Ilf(t)l 9@ dt <[l llgll

et enfin , ,
I1f+glly < (fll2 + llgll2)

ce qui permet de conclure.

Exercice 17 : [énoncé]
2(N,K) c KY et KN est un K-espace vectoriel.
0 € 2(K).

Pour X € K et u € £2(N,K), \u € 2(N,K).
Pour u,v € £?(N,K),

[+ 0)al® < Junl? + 2] o] + ol <2 (lunf? + o)

car 2ab < a? + b2

Par comparaison de séries & termes positifs, u + v € 2(N,K).

(2(N,K) est un sous-espace vectoriel de KY, ¢’est donc un K-espace vectoriel.
L’application || .||, : £*(N,K) — R™ est bien définie.

—+oo
Soit u € £2(N,K). Si ||ull, = 0 alors lun|? = 0 donc pour tout n € N, |u,|* =0

n=0
puis u = 0.
Soit A € K et u € £2(N,K)
+oo “+oo +oo
2 2 2 2
Xl = | D7 Xl = | DI funl® = ALy D funl ™ = (ALl
n=0 n=0 n=0

Soit u,v € £2(N,K)

—+o0 —+o0 +oo “+oo
||U+U||§ = Z |un Jrvn|2 < Z |Un|2 + 22 |un [vn] + Z |Un|2
n=0

n=0 n=0 n=0

Or par l'inégalité de Cauchy-Schwarz

N N N
Z|“n|‘vn| < Z|un|2 Zh}n‘
n=0 n=0 n=0

En passant a la limite quand N — +o00

+oo +oo +oo
Z |un| [vn| < Z |“n|2 Z |vn]
n=0 n=0 n=0
Ainsi
2 2
Ju+vll3 < ([[ully + [Jvlly)

puis
lu+olly < flully + o]l
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Exercice 18 : [énoncé]
a) Pour X € M,, 1(R), on a

n n
VI <i <, [(AX)i] < laigl o) = D las
j=1 j=1

et donc
n

< y —
I4X] <3 ol < lxgagnz jas | =
J:
Ainsi, 'ensemble {||AX|| /X € S} est une partie de R non vide et majorée, elle
admet une borne supérieure.
b) Si X =0, c’est immédiat.
Si X # 0, on introduit X' = X/||X|| € S et I'on exploite | AX'|| < N(A).

¢) L’application N est bien définie & valeurs dans R en vertu de ce qui précede.

Si N(A) = 0 alors pour tout X € M,, 1(R), on a |AX|| = 0. En particulier, en
prenant des colonnes X élémentaires, on obtient que chaque colonne de A est

nulle.
N(AA) = sup [[AAX]| = sup [A| [AX || = [A] sup [[AX] = [A|
XeSs XeSs XeSs

Enfin

N(A+4+B) = sup ||(A+ B)X|| < sup |AX + BX]|
Xes Xes

Finalement, N définit bien une norme sur M, (R).
d) On a déja vu

) < max Z la; ;1
1<ig<n
Soit ig l'indice pour lequel
fgfzxn Z |ai ;| = Z |aiq,;]
Jj=1

Prenons ensuite X =* ( x Ty ) avec x; = 1 de sorte que

ig,jTj = |@ig,j]-

Ona X € Set |AX| = > |as,;| donc

Jj=1

n
A) =Y i)
j=1

puis 1’égalité voulue.

Exercice 19 : [énoncé]
Puisque 0 € Cy, on a déja

d(e,Co) < d(e,0) = flef , =1

Soit x € Cp. On a

[z = 1| <[z — el

et donc quand n — 400
<o —ello

On en déduit
d(G,CO) =1

et donc d(e,Cp) =

Exercice 20 : [énoncé]
Puisque 0 € Cp, on a déja

d(u,C) < d(u,0) = flull =1

< sup ||AX||+sup | BX| = N(A)+]\%()'g)x € C et £ € R sa limite. Pour n = 2p pair
Xes Xes

|T2p — u2p| < llz —ull
donne |z2, — 1| < ||z — ul|, puis & la limite
16 =1] < flz —ull,
De méme avec n = 2p + 1 impair on obtient
16+1] < lo—ull o
On en duite

1+74 1
1= \

1
F <A - <ol

On en déduit
d(u,C) >1

et donc d(u,C) =1
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Exercice 21 : [énoncé]

Puisque 0 € F, d(e, F') < d(e,0) = 1.

En raisonnant par 'absurde montrons d(e, F') = 1 en supposant d(e, F') < 1.
Il existe alors une suite € B(R™) vérifiant ||Az —e|| = p avec p < 1.
Pour tout k € N, |Az(k) — 1| < p donc Az(k) > 1 — p.

En sommant ces inégalités pour k allant de 0 & n — 1, on obtient

z(n) —x(0) = n(l — p) et donc x — 4o0.

Ceci contredit « € B(N,R) et permet de conclure.

Exercice 22 : [énoncé]
Par définition

d(f,F)=inf || f —
(£, F) = inf |If - gl
Puisque la fonction nulle est continue

Inversement, soit g € F.
Pour tout x > 0.

|f(@) —g(@)| =11 —g(@)| <|If — 9l
donc & la limite quand « — 0

1=90) < If =9l

De méme, pour z < 0,

[f (@) —g(@)] = 1+ g(2)] < [If =gl

et donc a la limite quand z — 0~

1+ 9O <|If -9l

On en déduit
2< 1+ 9(0)[+[1-90) <2]f -9l
et donc
1< If =9l
Finalement 1 < d(f, F) puis d(f, F) = 1.

Exercice 23 : [énoncé]

a) X
171, </0 1l < 1

et
1 1/2
2
i< ([ 1) <
0
Posons f,,(z) = 2", || fallo, = 1 alors que || fn]|; = n%_l —0et
Il fully = ﬁ — 0. Les normes ne sont donc pas équivalentes.

b) Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

[ () ([ )

1y < 112

Pour f,(z) =V2n+ 12", ||fully =1 et || fall; = Vi’:l — 0, les normes ne sont
donc pas équivalentes.

donc

Exercice 24 : [énoncé]
a) Sans difficultés.
b) On a Ni(f) < Na(f) car

[f (@) < [f(0)] +

/ f’(t)dt‘ <1FO) + lz] sup |
0 [—1,1]

et sans difficultés on a aussi N3(f) < 2Ny1(f).
Posons

fo(z) =2
On a Ni(fn) =1, Na(fa) = n et N3(fn) = 25

On en déduit que les normes N7 et Ny d’une part, N7 et N3 d’autre part, ne sont

pas équivalentes.

Exercice 25 : [énoncé]

a) Les propriétés N(f + g) < N(f) + N(g) et N(Af) = |A| N(f) sont faciles.
Si N(f) = 0 alors la résolution de I’équation différentielle f’ + 3f = 0 avec la
condition initiale f(0) =0 donne f = 0. Ainsi 'application N est bien une norme
sur E.
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On remarque
) = —3x * 3t\/ —_ —3x * / 3t
fla) =5 [ (e dt = [ ar)+ Fo)e ar

Par suite |f(x)| < e>N(f) pour tout = € [0,1] et donc Ny (f) < aN(f) avec
a=ed.

b) Pour f,(z) = 2", Noo(f) =1 et

N(f) = Noo(x = 32" + na" 1) =n+3 — +oo.

Les normes N4, et N ne sont pas équivalentes.

Exercice 26 : [énoncé]

a) Posons ¢(f,g) = f(0)g(0) + fol f(t)g' (t)dt. ¢ est une forme bilinéaire
symétrique, o(f, f) = 0 et si p(f, f) = 0 alors f(0) = 0 et pour tout ¢ € [0, 1],
f'(t) =0 donc f = 0. ¢ est donc un produit scalaire et N apparait comme étant
la norme associée.

b) Pour tout z € [0,1], |f(z)| < |f(0)| + | [y f'(t)dt| < V2N(f), donc

£l < V2N(f).Pour f(z) = sin(nan), |f|., =1 et N(f) =nr/v2 — +o0. Les

deux normes ne sont donc pas équivalentes.

Exercice 27 : [énoncé]
a) Nl,NQ : R[X] — R.

Ni(P1Q) = :sz’ P®0) + QW) < 5 |PH©)] + [ (0)] =

+oo +o0
3 POO)] + 5 [QWO)] = Na(P) + Ma(Q),
N/(AP) = +§ IAPOI(0)] = A +§f [PB(0)] = |\ Ny (P),

+oo
Ni(P)=0= Yk € Z,PP0)=00r P= 3 L0 Xk donc P =0.
k=0

Finalement N; est une norme.
No(P+Q)= sup [P(t)+ Q)< sup [P)|+ Q)] <

te[—1,1] te[—1,1]
sup |P(t)|+ sup [Q(t)] = N2(P) + N2(Q),
te[—1,1] te[—1,1]
No(AP) = sup [AP(t)] = sup [A[[P(t)] =[A] sup [P(f)|] =[A| N2(P),
te[—1,1] te[—1,1] te[—1,1

Ny (P)=0=Vte[-1,1], P(t) = 0 et par infinité de racines P = 0.

b) La suite %X ™ converge vers 0 pour N, mais n’est pas bornée et donc diverge
pour Nj.

¢) Les normes ne peuvent étre équivalentes car sinon les suites convergeant pour
I'une des normes convergerait pour l'autre.

Exercice 28 : [énoncé]

) Aisément ||. . <[]l

Soit uV définie par ulY =1sin < N et ul) = 0 sinon.

On a [|[uV||, = N et ||u]|__ =1 donc il nexiste pas de a > 0 tel que
Il < ol N

II.l; et |||, ne sont pas équivalentes.

b) En introduisant N tel que n > N = u,, =0 on a

“+o0 N N 2 “+o00 2
2 2 2 2
2= 3 el = 3 fun < (zwn) =(z|un|) ~ul?
n=0 n=0 n=0 n=0

Ainsi || [l <[ [l;-

Soit u® définie par uY =1si n < N et u)) = 0 sinon.

On a ||uNH1 =Net HuNH2 = +/N donc il n’existe pas de a > 0 tel que
-1y < alf -l

| 1], et || .||, ne sont pas équivalentes.

Exercice 29 : [énoncé]
a) La suite u étant sommable, elle converge vers 0 et est par conséquent bornée.

Pour tout n € N,
+oo
| < [
k=0

donc

[ull oo < Nully
Soit uV définie par ul) =1sin < N et u)) =0 sinon. vV € /1(R).
On a ||uNH1 =Net HuNHOO = 1 donc il n’existe pas de a > 0 tel que
-1y < el e
| 1l; et || -]l ne sont pas équivalentes.

n=0

2
N N
b) Ona 3 |u,|* < (Z |un|) donc quand N — 400 :
n=0

“+oo +oo 2
2 2 2
= 3 P < (z ) 2
n=0 n=0

Ainsi || |y < -]y

Soit u™N définie par uY =1sin < N et u}Y = 0 sinon. u’¥ € ¢}(R).

On a [[u"]|, = N et [|[u™|, = V/N donc il n’existe pas de o > 0 tel que
-1y < alf -l

II.l; et |||, ne sont pas équivalentes.
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Exercice 30 : [énoncé]
a) Supposons que N, est une norme sur B(N,R).
Pour m € N, la suite élémentaire e,;, = (dm,n)nen est non nulle donc

Ny(em) = am >0

De plus, pour la suite constante u = (1),en, la quantité N,(u) existe et donc la
série > a, converge.

Inversement, si Y a, est une série convergente & termes strictement positifs alors
on montre que Papplication N, : B(N,R) — R est bien définie et que celle-ci est
une norme sur l'espace B(N,R).

“+oo
b) On a aisément N, < k| .||, avec k= > a,.
n=0

Inversement, supposons || .||, < k'N,. Pour la suite élémentaire e,,, on obtient
llemll o < A Na(enm) et donc a,, > 1/k pour tout m € N. Cette propriété est
incompatible avec la convergence de la série Y a,.

Ainsi N, est dominée par ||. || mais ces deux normes ne sont pas équivalentes.

Exercice 31 : [énoncé]

a) Noo est bien connue pour étre une norme sur l’ensemble des fonctions bornées,
il en est de méme sur I’ensemble des suites bornées dont le premier terme est nul.
L’application N : E — R™ est bien définie. On vérifie aisément

N(u+v) < N(u)+ N(v) et N(Au) = |\ N(u). Si N(u) = 0 alors pour tout n € N,
Up41 = Up €t puisque ug = 0, on obtient v = 0. Ainsi IV est une norme sur F.

b) Pour v € E , on a, pour tout n € N,

|un+1 - unl < |un+1| + |un| < 2N<>0(u)
On en déduit
N(u) € 2Noo(u)
La suite u définie par ug = 0 et u,, = (—1)" pour n > 1 est une suite non nulle
pour laquelle il y a égalité.
¢) Considérons la suite u(P) définie par

=1

On a
u? € B, Noo(u®) =p et Nu®) =1

On en déduit que les normes N et N, ne sont pas équivalentes car

Noo(u(p))

N@®) oo

Exercice 32 : [énoncé]

a) L’application N est bien définie sur F et valeurs dans RT.

Si N(f) = 0 alors par nullité d’une somme de positifs f(0) =0 et || f'|| ., =0 et
donc f est constante égale a 0.

NAS) = MO+ A lloo = MO+ Al = [AIN(f).
N(f+9)=1f0)+gO) + If + ¢lloc <IFOf+1gO)] + 1l + l9'll o =
N(f)+ N(g).

b) Aisément N(f) < N'(f) car [f(0)] < [|f[| -

Pour tout z € [0, 1],

(@) = ‘f(o) +/ ') dt‘ < [£(0)] +/ 1 e < 1FO+ 21l < N(f)
0 0
Par suite || f||,, < N(f) puis sachant || f'|| < N(f) on a

N'(f) <2N(f)
c¢) Pour f,(x) ="

[fnlloe =1 et N(fn) =n ——— 400
n—-+00

Donc N et ||. ||, ne sont pas équivalentes. A fortiori, N’ n’est pas non plus
équivalente a || . || -

Exercice 33 : [énoncé]

a) Les applications sont bien définies N; : E — R™T car toute fonction continue sur
un segment y est bornée.

Les propriétés N;(f + g) < N;(f) + Ni(g) et N;(Af) = || Ni(f) sont faciles.

Si N1(f) =0 alors f =0 et sachant f(0) = 0, on obtient f = 0.

Si Na(f) = 0 alors la résolution de I’équation différentielle f' 4+ f = 0 avec la
condition initiale f(0) = 0 donne f = 0.

Ainsi les applications N1, N> sont bien des normes sur F.

b) Pour f € E, on a

fa) = / Cpyde

ce qui permet d’établir || f||. < [/l -
Puisque
Na(f) < I flloe + 1 loe < 2N1(f)

la norme Ny est dominée par la norme Nj.
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¢) Sachant f(0) =0, on a

donc
|f(@)] < N2(f)
Puisque
(@) < [f(@) + f/(@)| + [ f ()]
on obtient

| (z)] < 2Na(f)

et finalement
Ni(f) < 2N2(f)

Exercice 34 : [énoncé]
Pour tout f,g € E et tout A € R, il est clair que N;(f + g) < N;(f) + N;(g) et que
Ni(Af) = ANi(f).
Supposons Ny (f) =0, on a alors sup |f(z)| =0 donc f =0.
z€[0,1]
Supposons maintenant que Na(f) =0, on a alors sup |f(z)+ f'(«)| = 0 donc
z€[0,1]
f(x) + f'(x) = 0. Apres résolution de ’équation différentielle sous-jacente,
f(z) = Xe ™ avec A = f(0) = 0 et finalement f = 0.
Finalement N7 et N5 sont bien deux normes sur F.
Il est clair que

Na(f) < Nu(f)
Posons maintenant M = Ny(f). Pour tout = € [0,1], on a
|f(x) + f/(x)| < M

donc
|(f(z)e")| < Me*
d’ou

|f(2)e”| =

/ (f(t)et)’dt’ < / Me'dt < Mex
0 0
puis | f(z)| < Me pour tout z € [0,1]. Ainsi

sup |f(x)| < Me
z€[0,1]

De plus
[f' (@) < |f (@) + /(@) + [ f (@) < M(1+e)
donc
sup [f'(z)] < M(1+e)
z€(0,1]

et finalement
Ni(f) < M(1+42¢) = No(f)(1 + 2e)

On peut conclure que les deux normes sont effectivement équivalentes.

Exercice 35 : [énoncé]
a) L’application N : E — R* est bien définie et on vérifie aisément
N() = AIN(f) et N(f +g) < N(f) + N(g).
Supposons maintenant N(f) = 0, la fonction f est alors solution de ’équation
différentielle y"” + y = 0 vérifiant les conditions initiales y(0) = y'(0) = 0 ce qui
entraine f = 0.
Finalement N est une norme sur E.
b) On a évidemment N < v.
Inversement, soit f € E et g = f + f”. La fonction f est solution de 1’équation
différentielle

y'+y=g
vérifiant les conditions initiales y(0) = y’(0) = 0. Apreés résolution via la méthode
de variation des constantes, on obtient

flz) = /091 sin(z — t)g(t) dt

On en déduit | (x)| < z |g]lo, < 7 [lg]l, et done [[f]|, < N(f).
De plus ]l < |f + ]l + 10 done v() < (x + DN ().

Exercice 36 : [énoncé]

a) |||, : B — R" est bien définie.

Si [|f]], = 0 alors la fonction ¢ — | f(t)[ ¢(t) est nulle. En dehors des valeurs ou ¢
est nulle, la fonction f s’annule. Or ¢ ne s’annule qu'un nombre fini de fois, donc
par un argument de continuité, f s’annule aussi en ces points et finalement f = 0.
Les propriétés [ Af]., = (M7, et £ +gl., < /], + ], sont immédiates.

b) Considérons la fonction /7. Cette fonction est définie et continue sur le
segment [0, 1], elle y est donc bornée et il existe M € R* vérifiant

Vo € [0,1],p2(2) < Mepi(x). On en déduit | .||, < M ||.[[,,. Ainsi |[.[|,, est
dominée par |[|. ||, et par un argument symétrique ||. ||, est dominée par [|. || ,.
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c¢) On a facilement || . ||, < ||. ||,
Pour f,(z) = (1 — )", on a apres étude des variations des fonction x — (1 — x)

et ¥ — 2?(1 —2)"
1 1 "ol
anHw: I ~
n+1 n+1 n

n

et 9
2 2 "oe?
S 1— ~
1l <n+2> < n+2) n?
donc il n’existe pas de constante M > 0 telle que ||. ||, < M| .|| 2. Les deux
normes | .||, et ||. |2 ne sont pas équivalentes.

Exercice 37 : [énoncé]

a) L’application ||. ||, : B — R* est bien définie.

Si[|f]|, = 0 alors par nullité de I'intégrale d'une fonction continue et positive, la
fonction t — | f(t)| p(t) est nulle. En dehors des valeurs ol ¢ est nulle, la fonction
f s’annule. Or ¢ ne s’annule qu’un nombre fini de fois, donc par un argument de
continuité, f s’annule aussi en ces points et finalement f = 0.

Les propriétés [|Af(|, = [Al[fl, et [If + gll, < [If]l, + [lg]l,, sont immédiates.

b) Considérons la fonction ¢s/p;. Cette fonction est définie et continue sur le
segment [0, 1], elle y est donc bornée et il existe M € RT vérifiant

Vo € [0,1], p2(z) < Mpi(z)
On en déduit

Vi e E/ FO)]ea(t) dt < M/o F@)] palt) dt

Autrement dit [|. ||, < M]|.||,,. La norme |[. |, est dominée par [|. |, et, par
un argument symétrique, | .||, est dominée par [|. || .
c) On vérifie facilement ||.| . < | .|, car

vt €[0,1],8* <t

Pour f,(x) = (1 —z)" on a

1
1 fnll = CESCES)]
et
2
Il = G DT 9+ 3)
donc il n’existe pas de constante M > 0 telle que ||. ||, < M. || -
Les deux normes || .||, et ||.||,. ne sont pas équivalentes.

Exercice 38 : [énoncé]
On sait Noo (AB) < nNoo(A)Noo(B) et aN < Noo < BN avec «, 3 > 0 donc

N(AB) < éNOO(AB) < gNOO(A)NOO(B) < %BQN(A)N(B)

Exercice 39 : [énoncé]
Les applications

1
Ni:P— / |P(t)| dt et Ny : P — sup |P(t)]
0 te(0,1]

définissent deux normes sur ’espace E. Puisque I'espace F est de dimension finie,
ces deux normes sont équivalentes et en particulier Ny est dominée par Ny

Exercice 40 : [énoncé]

a) facile.

b) (i)=-(ii) Supposons que la suite (P,) converge simplement sur R vers une
certaine fonction f. On ne sait pas a priori si cette fonction est, ou non,
polynomiale.

Soit & = (&o, ..., &q) une famille de d 4 1 réels distincts et P € E déterminé par
P(&;) = f(&). On peut affirmer que la (P,) suite converge vers P pour la norme
Ne. Soit [a, ] un segment de R avec a <b. N = ||. || [, 5 définit une norme sur
E qui est équivalent & N¢ car E est de dimension finie. Puisque (P,) converge
vers P pour la norme Ng, on peut affirmer que la convergence a aussi lieu pour la
norme N et donc (P,) converge uniformément vers P sur le segment [a, b]. Au
passage, on en déduit que f = P.

(ii)=-(iii) Si la suite (P,) converge uniformément sur tout segment vers une
fonction f, elle converge aussi simplement vers f et ’étude ci-dessus montre que f
est un polynome. En introduisant la norme infinie relative aux coefficients
polynomiaux :

lao + -+ + aa X", = max Ja|

I’équivalence de norme permet d’établir que les coefficients de P,, convergent vers
les coefficients respectifs de f.
(iii)=(i) immédiat.

Exercice 41 : [énoncé]
a) L’application N : E — Rt proposée vérifie aisément

N(Af) = [AIN(f) et N(f +9) < N(f) + N(g)
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Le probléme est I’obtention de I'implication de séparation
N(f)y=0=f=0

Procédons par récurrence sur d € N*.

Cas d=1: E = Vect(g) avec g # 0. Un réel a; € [0, 1] tel que g(ai) # 0 convient.

Supposons la propriété au rang d > 1.

Soit E un sous-espace vectoriel de dimension d + 1 de C°([0, 1], R). 1l existe une

fonction g non nulle élément de F et il existe aq11 € [0, 1] tel que g(ag1) # 0.

Considérons alors H = {f € E/f(ag+1) = 0}. On vérifie aisément E = H @ Vectyg.

Puisque H est alors de dimension d, on peut appliquer I’hypothése de récurrence

d

pour introduire (ay, ..., aq) € [0,1]% tel que h— 3 |h(as)| soit une norme surH.
i=1

Considérons alors ’application

d+1

N:feBwy |f(a)

i=1

et montrons
N(f) =0=f=0

Supposons N(f) =0 et donc |f(a1)| = ... =|f(aqa)| = |f(ag+1)| = 0. Puisque
E = H @ Vectg, on peut écrire f = h+ A\g avec h € H et A € R. La propriété
|f(ags+1)| = 0 entraine A = 0 et la propriété |f(a1)| = ... = |f(aq)] = 0 entraine

alors h = 0. On peut donc conclure f = 0.

Récurrence établie.

b) Introduisons E' = E + Vectf de dimension d ou d + 1. Sur E’, on peut
introduire une norme du type précédent et I’hypothése de convergence simple
donne alors que (f,,) tend vers f pour la norme considérée. Or sur E’ de
dimension finie toutes les normes sont équivalentes et donc (f,,) tend aussi vers f
pour la norme || .|| ce qui signifie que (f,,) converge uniformément vers f.

Il reste & montrer que f € E. Par 'absurde, supposons que f ¢ E. On a alors
E’ = FE @ Vectf. Considérons alors la projection p sur Vectf parallélement & E.
C’est une application linéaire au départ d’un espace de dimension finie, elle est
donc continue. Or p(f,) =0 — 0 et p(f) = p(f) = f # 0. C’est absurde.

Exercice 42 : [énoncé]

Soient ag,...,an des réels deux a deux distincts. Considérons la fonction
b b

polyndéme P de degré inférieur a N vérifiant

Vk € {0,...,N}, P(ay) = f(az)

Sur lespace Ry [X], on peut introduire la norme donnée par

N(Q) = max |Q(ax)]

0<k<N

Pour cette norme, on peut affirmer que la suite (P,) converge vers P. Or Pespace
Ry [X] est de dimension finie, toutes les normes y sont donc équivalentes. La
convergence de (P,) vers P a donc aussi lieu pour les normes données par

1@l oo,ap) = sup 1Q(1)]
t€la,b]
La suite (P,) converge vers P sur tout segment de R et donc converge simplement
vers P. Par unicité de la limite simple, la fonction f est égale & P.

Exercice 43 : [énoncé]

a) No(1,1) et N,(1,—1) doivent exister et étre strictement positifs. Cela fournit
les conditions nécessaires 2a +2 > 0 et 2 — 2a > 0 d’out a € |—1, 1[. Montrons que
cette condition est suffisante.

Supposons a € |—1,1[ et considérons ¢ : R? x R? — R définie par

e ((z,y), (2,y") =z’ + yy' + azy’ + ayz’.

L’application ¢ est une forme bilinéaire symétrique sur R? et pour (x,y) # (0,0),
¢ ((z,y), (z,y)) = (1 — |a]) (z* + y*) > 0 en vertu de |2azy| < |a| (z? + y?). Ainsi
¢ est un produit scalaire sur R? et N, est la norme euclidienne associée.

b) Le cas a = b est immédiat. Quitte & échanger, on peut désormais supposer
a <b.

Par homogénéité, on peut limiter ’étude de ]]\\;‘;Eig; au couple (z,y) = (cost,sint)
avec t € |—m/2,7/2].
Posons )
f(t) = (Na(cost7 sint)) _ l+asin2t
Ny(cost,sint) 1+ bsin2t
On a

—b 2t
f/(t) — 2(0’ )COS( 2)
(14 bsin2t)
Les variations de f sont faciles et les extremums de f(t) sont en t = —7/4 et
t =m/4. IIs valent 1=¢ et 11¢

I+b°
On en déduit
o Nalzy)  [1+a
inf =
(z.9)#0 Np(,y) 1+b
et
Na ($7 y) 1-a
sup =
(z.)#0 No(T,Y) 1-b

(dans le cas a < b).
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Exercice 44 : [énoncé]
11 suffit d’observer
(BA)"** = B(AB)"A — O,

Exercice 45 : [énoncé]
Puisque les matrices A et B commutent, il en est de méme des matrices A* et B".
En passant a la limite la relation

AFBY = Bk AF
on obtient
PQ=QP
Exercice 46 : [énoncé)
On a
A A =1,

En passant cette relation a la limite on obtient
AB =1,
Par le théoreme d’inversibilité, on peut affirmer que A est inversible et

A'=B

Exercice 47 : [énoncé]
Si A est limite d'une suite (M") alors M?" — A et M?" = (M")? — A%
Par unicité de la limite, on obtient 42 = A.

Inversement, si A2 = A alors A= lim M" avec M = A.
n——+00

Exercice 48 : [énoncé]
A?" — Bet A?" = A" x A" — B? donc B = B? et B est une matrice de
projection.

Exercice 49 : [énoncé]
a) Il existe P € GL,(K) tel que P~'AP = D avec D = diag(\, ...
|)\]| <1

’ AP) et

On a alors A" = PD"P~1 avec D" = diag(\}, ...
A" — PO,P~! = 0,.

b) En reprenant la démarche qui précéde, on peut conclure dés que 1’on établit
que si T est une matrice triangulaire supérieure a coefficients diagonaux dans
]-1,1] alors T" ——— O,

n—-+oo
Raisonnons par récurrence sur p € N*.

Pour p = 1, la propriété est immédiate.
Supposons le résultat vrai au rang p > 1.
Soit T € Myp41(R) triangulaire supérieure & coefficients diagonaux dans |—1,1[.

On peut écrire
AL
= ( CL%I S >

avec |A| <1 et S € M,(R) triangulaire supérieure & coefficients diagonaux dans

J-1,1[.
n_( A" Ly
"= &)

Par le calcul, on obtient
n—1
Ly =LY Mgnt-k
k=0

,Ap) = Oy done

avec

On a A" — 0 et S™ — O,, par hypothese de récurrence.
Pour conclure, il suffit de montrer que

n—1

n—1
Z )\kSnflfk _ Z )\nflfksk — On
k=0 k=0

car ceci entraine L,, = Oq .
Soit € > 0.
Puisque S™ — O,,, il existe un rang N € N au-dela duquel ||S™| < e.

On alors
n—1
Z )\nflfksk
k=N

N-1

De plus, puisque > An—1-kgk —+> 0,, car somme d’un nombre constant de
n——+0oo

k=0
termes de limites nulles, on peut affirmer que pour n assez grand, on a

n—1
<e Z |>\|n717k < €
k=N 1=\l

N-1

Z )\n—l—ksk

k=0

<e
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Ainsi, pour n assez grand

€
< -
5+1_|/\‘

n—1
)\nflfkrsk

et on peut conclure.
Récurrence établie.

Exercice 50 : [énoncé]

Posons r = rgA.

La matrice Ao, possede est déterminant extrait non nul de taille r.

Le déterminant extrait correspondant des matrices A,, est alors non nul & partir
d’un certain rang et donc rg(A4,) > r

Exercice 51 : [énoncé]

Posons r = rgA.

La matrice A posseéde un déterminant extrait non nul de taille r.

Le déterminant extrait correspondant des matrices Ay est alors non nul a partir
d’un certain rang et donc

p=rg(A4r) > r =rgA

Exercice 52 : [énoncé]
a) Une matrice A € E,; annule le polyndme scindé simple X9 — 1, elle est donc
diagonalisable. Si 1 est sa seule valeur propre alors A = I,, car semblable & I,,.
b) Par 'absurde, supposons qu'il existe une suite (A,) d’éléments de E,\ {I,,}
vérifiant

A, = 1,

Par continuité de la trace
trAd, = n

Or la trace de A, est la somme de ses valeurs propres, celles-ci ne sont pas toutes
égales a 1 et sont racines geme de I'unité donc

2
Re(trd,) < (n — 1) + cos ?ﬂ-

Cette majoration est incompatible avec la propriété trAd, — n.

Exercice 53 : [énoncé]
On peut écrire

1=+/1+ (a/n)?cos(0,) et a/n =+/1+ (a/n)?sin(f,)

avec
0,, = arcsin (a/n)
On a alors A, = /1 + (a/n)2R(0,) avec R(#,,) la matrice de rotation
R(6,) = < cosf, —sinb, >

sinf,  cosb,

Par suite an2\""? [ cos(nb,) —sin(nd,)
Ap = (1 + (ﬁ) ) ( Sin(nGZ) cos(nGnT)L >
Or 3
(rGY) e
donc

cosa —sina
n
Ay — .
sina cosa

Exercice 54 : [énoncé]
D’une part
f(AM —'B

et d’autre part
(AF) = (~1) A"

de sorte que
LAY = (=1)PA% - B

et
t(A2p+1) — (_1)2p+1A2p+1 -~ _B

Par unicité de la limite, on obtient
B='B=-B

On en déduit que la matrice B est nulle.
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Exercice 55 : [énoncé]

(i)=(ii) Le plus simple est sans doute d’utiliser la décomposition de Dunford :

M = D + N avec D diagonalisable et IV nilpotente commutant entre elles. Par la
formule du bindme de Newton, on peut calculer M* et tronquer la somme par la
nilpotence de N, on parvient alors a une somme finie de termes qui tendent vers 0
par croissance comparée. Une autre méthode, techniquement plus lourde, consiste
A introduire pé? = max {’(Mk)l’prﬂ et |(Mk)n,g,n’} qui majorent les
coefficients de M* situés sur la diagonale (pour ¢ = 0), sur la sur-diagonale (pour
¢ =1) etc. En notant que p = p} < 1, on montre par récurrence sur k que

pf <K* HM||£:Jrl p*~* ce qui permet de conclure.

(ii)=(iii) Supposons que M* — 0. On peut alors affirmer que 1 n’est pas valeur
propre de M car MX = X = M*X = X et donc a la limite MX = X = X = 0.

m

Par suite la matrice I — M est inversible et puisque (I — M) >, M* =1 — M™+!,
k=0

S> MF = (I —M)~Y(I - M™*!) d’ot la convergence de la série des M*.

k=0

(iii)=>(i) Soit A € Sp(M) et X # 0 tel que M X = AX. Puisque >, M* converge
k=0

quand rgC > 7, on a Y. M¥X converge, puis >, A*X converge et donc |\| < 1
k=0 k=0
(car X #£0).

Exercice 56 : [énoncé]
a) Pour tout n € N, on a

[Znt1 = znl < kllzn —zpall <o <R [z = 20|

Puisque k € [0, 1], la série numérique Y k™ converge et par comparaison de séries
a termes positifs, la série Y ||z,+1 — @n| converge. La série télescopique

> Xpy1 — Tp est done absolument convergente et donc convergente car ’espace F
est de dimension finie. Ainsi, la suite (z,) converge.

Existence : Introduisons z, la limite de la suite ().

On a

fas)ll < klzn — 2ol ———

n—-+4oo

[€nt1 = f(@oo) | = [1f(2n) —

et donc (x,,) tend aussi vers f(xo). Par unicité de la limite, on obtient

f(Te) = Too-
Unicité : Si x,y sont points fixes de f alors

ly ==l = 1[f(y) = f(@)| <klly — 2| avec k € [0,1]

entraine x = y et donc f posséde au plus un point fixe.

b) Si a est point fixe de f alors a est point fixe de fP et donc a est unique.
Inversement, soit a un point fixe de fP.

On a fP(a) = a donc fPT1(a) = f(a) ce qui donne fP(f(a)) = f(a).
Or le point fixe de fP est unique donc f(a) = a et a est point fixe de f.
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