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Enoncés 1

Fonctions réelles
Limites

Exercice 1 [00227] [correction]

Soit f : RT™ — R une fonction continue.

On suppose que hgl f(z) = £ € R et on désire établir
r—r+00

1
lim —

me/o Ft)dt = ¢

a) Pour ¢ > 0, justifier qu’il existe A € RT tel que pour tout = > A

R0 e)dt‘ <e

TJa

b) Conclure en écrivant

1 [" 1[4 1 [®
;/0 f(t)dth:f/O (f(t)fé)dtJrg/ (F() — 0) dt

€ A

Exercice 2 [00228] [correction]
Soit f : [0, +o00o[ — R une fonction continue telle que

fla+1) = f(z) —— ¢

r—+00

Montrer que

@,
X T—r+00

en commencant par étudier le cas £ = 0.

Exercice 3 [00230] [correction]
Soit f : [0, +oo[ — R de classe C! telle que
lim f(t)+ f'(t)=C¢eR

t—+oo

Montrer que

ft) —— ¢

t—4o00

Exercice 4 [02812] [correction]
Soit f :1]0,+00] — R telle que

lim f(x) =0 et i L = 1@/2)

z—0 \/5

Trouver un équivalent simple en 0 de f.

Continuité

Exercice 5 [00241] [correction]

Soit f:[0,1] — [0,1].

a) On suppose que f est continue. Montrer que f admet un point fixe.
b) On suppose que f est croissante. Montrer que f admet un point fixe.

Exercice 6 [02813] [correction]

Soient f et g des fonctions continues de [0, 1] dans [0, 1] telles que fog=go f.
a) Montrer que I’ensemble des points fixes de f posséde un plus grand et un plus
petit élément.

b) Montrer l'existence de ¢ € [0, 1] tel que f(c) = g(c).

Exercice 7 [00563] [correction]
Soit (uy) une suite de réels de [0, 1] de limite 1.
Déterminer les fonctions f € C([0,1],R) vérifiant

+oo
vz €[0,1], f(z) = ZW
n=1

Dérivation

Exercice 8 [00253] [correction]
Soit f : x +— arctan xz. Montrer que pour n € N*

(1)"1(n1)!< 1 1 )

2i B

f(”) (:L') - (.’17 _ Z’)n (LI? + Z’)n

En déduire les zéros de f(™ pour n € N*.
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Exercice 9 [02811] [correction]
Soient des réels a,b ot a ¢ {0,1}. On pose h(x) = ax + b pour tout z réel. On
note S I’ensemble des fonctions dérivables f : R — R telles que

fof=h

a) Montrer que S =) si a < 0.
Désormais on suppose a > 0 (et a # 1).
b) Montrer que h est une homothétie ; préciser son centre et son rapport.
¢) Soit f € S. Montrer
hlofoh=Ff

En déduire une expression de f; on commencera par le cas 0 < a < 1.

Exercice 10 [o02819] [correction]
On pose f(z) = e~1/*" pour z réel non nul et f(0) = 0.
a) Montrer I'existence pour tout n € N d’un polynéme P, tel que :

Vo e RY, f™)(z) = 27" Py(x) f(x)

Quel est le degré de P, ?
b) Montrer que f est de classe C*, toutes ses dérivées étant nulles en 0.
¢) Montrer que toute racine de P, est réelle.

Exercice 11 [o00248] [correction)]

[Théoréme de Darboux]

Soit f : [a,b] — R une fonction dérivable.

a) Montrer que f’ prend toutes les valeurs intermédiaires entre

—a

b) Conclure que f’ prend toutes les valeurs intermédiaires entre f'(a) et f'(b).

Ainsi, bien qu’une fonction dérivée ne soit pas nécessairement continue, elle
satisfait au théoréme des valeurs intermédiaires!

Exercice 12 [00266] [correction]
Soit f : [a,b] — R de classe C' et s’annulant une infinité de fois. Montrer qu’il
existe a € [a,b] tel que f(a) = f/'(a) = 0.

Exercice 13 [00264] [correction]
Soient f : [a,b] — R de classe C" s’annulant en a1 < a3 < ... < ap.
Montrer que pour chaque xg € [a, b], il existe ¢ € ]a, b] vérifiant

Flo) = (xo — a1)(xg —az) ... (xg — an)f(n) (©

n!

On pourra, lorsque cela est possible, introduire un réel K tel que

f(wo) =

(xg—a1)...(x0 —an)

K
n!

et établir que la dérivée n-ieme de = +— f(z) — W[( s’annule.

Exercice 14 [00265] [correction]
Soit f : [a,b] — R de classe C? telle que f(a) = f(b) = 0.
a) Montrer que

(w0 — a)(zo — b)

Vo € [o,8], 36 € Ja, b f(zo) = AL =) g
b) En déduire que
b—a)?
sup | f| < %SUPU”\
[a,b] [a,b]

Exercice 15 [02815] [correction]
Soit f: [0,1] — [0, 1] une bijection de classe C! vérifiant

vt e [0,1], f(t) >0
Soit n € N*. Montrer que I'on peut trouver une suite (g, )1<k<n telle que :

E—1 k - 1
< flzpn) < - et E I n

Vk e {l,...,n},
k=1 Th.n)

Exercice 16 [02822] [correction]

Soit f : RT — R dérivable.

a) Si f’ est bornée sur R*, montrer que f est uniformément continue sur R¥.
b) Si |f'(z)| = +o0 quand & — +o00, montrer que f n’est pas uniformément
continue sur R™T.

Exercice 17 [00360] [correction)]
Déterminer les fonctions f € C'(R,R) vérifiant

fof=1Ff

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 30 avril 2015 Enoncés 3

Intégration b) Etablir que pour tout = > 1,
z?2 z2 2

Exercice 18 [o0272] [correction] / xl—dt < fz) < / ml dt
Soienta,be]R,0<c<b*7“et z tlnt z tlnt

_ En déduire la limite de f en 17

frxw { 1 sl 7] <c c¢) Etudier de méme la limite de f en 17.
0 sinon d) Justifier que la fonction f est de classe C* sur |0, 1[ et sur |1, +-o0[ et exprimer
Représenter f'(z)
b
g(t) = / f(t—z)de e) Etablir que le prolongement par continuité de f en 1 est de classe C! puis de
@ classe C* sur 0, 4o00[
Exercice 19 [03072] [correction] Exercice 23 [ 00273 ] [correction]
Résoudre I'équation ) , On introduit sur R* la fonction
97 4 4% — 3% 4 3¢ -
fizw Ca
d’inconnue z € R. ) .t
a) Prolonger f par continuité en 0.
b) Mont t de cl 1 R.
Exercice 20 [o1981 ] [correction] ) Montrer que f est de classe C* sur
Soit f : [a,b] — R de classe C'. Montrer que
. Exercice 24 [o0278] [correction)]
11111 / F(t)sin(nt)dt = 0 Soient f : R — R une application de classe C' et a > 0. On pose
n—-+0o0o a
1 xr
@)= /O £ £(t) dt

Exercice 21 [00193] [correction] Déterminer la limite de I(x) quand x tend vers 0.

Soit f : [0,7] — R de classe C!.
Déterminer la limite quand n — +oo de
Exercice 25 [ 02977 [correction]

/Tr F£(¢) |sin(nt)] dt Soit f € C([0,1],R). Déterminer la limite de la suite
0 (ﬁwﬂmm)
1
fO trdt n=0

, Exercice 26 [o03181] [correction)]
/ *ode Déterminer un équivalent de
T

Exercice 22 [o02610] [correction)]
Pour x €]0,1[ U]1, 4+00[, on pose

fx) = nt R
I, = / ——dx
a) Justifier 'existence de f(z) pour chaque = € ]0,1[U]1, +o0| o In(l-x)
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Convexité

Exercice 27 [o01405 ] [correction)]

Etudier la fonction
fixz— a1 — 22

afin d’en réaliser la représentation graphique.

Exercice 28 [o01391 ] [correction]
Soient f et g : R — R deux applications telles que f soit convexe et g soit a la fois
convexe et croissante. Montrer que g o f est convexe.

Exercice 29 [o01392] [correction]
Soit f : I — R une application continue strictement décroissante et convexe.
Etudier la convexité de la fonction f=1: f(I) — I.

Exercice 30 [01393] [correction]
Soit f : R — R une fonction convexe strictement croissante.
Montrer que f tend vers +oo en 4o00.

Exercice 31 [01394] [correction]
Soit f : R — R une fonction convexe et bornée.
Montrer que f est constante.

Exercice 32 [01395] [correction]
Soit f : R — R une application convexe et majorée. Montrer que f est constante.
La conclusion subsiste-t-elle pour f : [0, +oo[ = R?

Exercice 33 [01396] [correction]
Soit f : R — R une fonction convexe. Montrer que f est continue.

Exercice 34 [01397] [correction]

Soit f : R — R une fonction convexe.

a) On suppose f +—> 0. Montrer que f est positive.
(oo}

b) On suppose que f présente une droite asymptote en 4+o0o. Cela signifie qu’il
existe une droite d’équation y = px + ¢ vérifiant

flx)—(px+q) ——0

r——+00

Etudier la position de la courbe par rapport a cette asymptote.

Exercice 35 [03049] [correction)]
Soient I un intervalle ouvert de R et f € CO(I,R).
a) On suppose que, pour tout (z,y) € I?,

s (wﬂ/) <T@ +1W)

2 2

Montrer que f est convexe.
b) On suppose qu’il existe un réel M tel que

V(z,y) €R%|f(z+y)+ flz—y) — 2f(2)| < My®

Montrer que f est dérivable.
Indice : Considérer z +— f(x) £ Maz?/2.

Exercice 36 [03155] [correction)]
Soit f : RT — R dérivable, concave et vérifiant f(0) > 0. Montrer que f est
sous-additive i.e.

Va,y € RY, f(az+y) < f(z) + f(y)

Exercice 37 [03357] [correction]
Soit f : I — R convexe. Montrer que si a € I est un minimum local de f alors a
est un minimum global.

Exercice 38 [ 02640 [correction]
[Inégalité d’entropie]
Soit ¢ : I — R convexe et dérivable sur [ intervalle non singulier.
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a) Etablir que pour tout a,x € I on a I'inégalité

p(z) = p(a) + ¢'(a)(z — a)

b) Soit f :[0,1] — I continue. Etablir

o[ 1 rar) < [ o)t

¢) Soit f:]0,1] — R continue, strictement positive et d’intégrale égale & 1.

Montrer )
/0 FOIn(f(t)dt =0

d) Soient f,g:[0,1] — R continues, strictement positives et d’intégrales sur [0, 1]
égales a 1.
En justifiant et en exploitant I'inégalité zlnx > x — 1 pour x > 0, montrer

/f ) In £(t) /f ) g (1)

Exercice 39 [o01730] [correction]

Soient C7 et Cy deux parties convexes d’un R-espace vectoriel F.

Montrer que ’ensemble C' formé des milieux des vecteurs u; et uy avec uy € C; et
ug € Cy est convexe.

Exercice 40 [o1731] [correction]

Soit V' une partie non vide d’'un R-espace vectoriel E.

Montrer que si tout barycentre d’éléments de V' est encore dans V alors V est un
sous-espace affine.

Inégalité de convexité

Exercice 41 [o01398] [correction]
Observer les inégalités suivantes par un argument de convexité.

2
a) Vo € [0,7/2], —z <sinz <z b)VneNVz>0,2"" —(n+1)z+n=>0
m

Exercice 42 [01399] [correction]

Montrer que f :]1,+oo[ — R définie par f(z) = In(Inz) est concave.

En déduire
V(z,y) € ]1,400[

Exercice 43 [01400 ] [correction)]
Montrer

Vei,...,x, >0,

2, lnx;—y > +/Inz.Iny

n T+ -+ Ty

Exercice 44 [o01401 ] [correction)]
Soient p, g > 0 tels que

N

1 1
,_i_,:l

p
Montrer que pour tout a,b > 0 on a

aP

p

Exercice 45 [03172] [correction)]
Soient a,b € RT et ¢ € ]0, 1[. Montrer

q

b4

+—>ab

q

atb' "t <ta+ (1 —t)b

Exercice 46 [ 01404 ] [correction]
[Inégalité de Holder|

Soient p, g > 0 tels que
1

1

,+,:1

p

q

a) En exploitant la concavité de x +— Inz, établir que pour tout a,b € Rt on a

Vavb < —

b) Soient ay,as, by, by € RT, déduire de ce qui précede :

arby

1 df 1 b

Y/} + b /b + b3

pal +ab " qb]+0b]
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¢) Conclure que

(llbl +(12b2 < Q/aerag{/b‘l]erg

d) Plus généralement, établir que pour tout n € N et tout aq,...,an,b1,...
a:

, b, on

n
Z a;b; <
i=1

Exercice 47 [o01403] [correction]
a) Montrer que la fonction z — In(1 4 €*) est convexe sur R
b) Etablir

n 1/n n 1/n
Vw17...7xn€R+*,1+<ka> <<H1+xk>
k=1

k=1

¢) En déduire, pour tout ay,...,an,b1,...,b, € RT* Tinégalité

n 1/n n 1/n n 1/n
(H ak) + (H bk) < (H (ar + bk))
k=1 k=1

k=1

Exercice 48 [02945 ] [correction]
Soient x1,...,%n, Y1, .-, Yn des réels positifs.
Montrer

1/n 1/n

(1) + ()Y < (1 1) X X (T + )

Exercice 49 [02823] [correction]
Soient f : R — R convexe, a,b réels avec a < b, ¢ : [a,b] — R continue. Montrer

que
b b
f<bi / g(t)dt) <= [ tema

Exercice 50 [02042] [correction]
Soit f : [0,1] — R continue, concave et vérifiant f(0) = 1. Etablir

/lef(x)dx < % (/01 f(m)dx>2

Exercice 51 [04058] [correction]
Soient z1,xa,...,x, > 0. Montrer

Tp—1 T

T T2
— 4+ =+ ..+
T2 T3 e €T

Etude asymptotique

Exercice 52 [00237] [correction]

On pose f(z) =z +Inz — 1 pour z > 0.

a) Justifier que f réalise une bijection de ]0, +oo[ sur un intervalle a préciser.
b) Former le développement limité & I'ordre 2 de f=* en 0.

c¢) Donner un équivalent simple & f~1(y) quand y — +oc.

d) Donner un équivalent simple & f~1(y) quand y — —oo.

Exercice 53 [00238] [correction)]
Montrer que z — x + In(1 4+ ) admet au voisinage de 0 une fonction réciproque.
Former le développement limité a ’ordre 3 au voisinage de 0 de celle-ci.

Exercice 54 [00239] [correction)]
Soit f : [e,+00[ — R la fonction définie par

x
T)=—
fla) =~
a) Montrer que f réalise une bijection de [e, +00[ vers un intervalle & préciser.
b) Déterminer un équivalent simple & f~! en +oo.
c) Réaliser un développement asymptotique & trois termes de f~! en +oo.

Exercice 55 [03228] [correction]
Soit f: R — R de classe C? vérifiant

£(0) = f(0) =0et f7(0) >0

a) Montrer 'existence de a > 0 tel que f est strictement décroissante sur [—a, 0]
et strictement croissante sur [0, a].
b) On pose

b =min{f(-a), f(a)}
Montrer que pour tout A € [0,b], I'équation f(x) = A admet une unique solution
z1(A) dans [—a, 0] et une unique solution z3(\) dans [0, a].
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¢) Déterminer les limites puis des équivalents de x1(A) et de x2(A\) quand A — 0%,
d) On suppose maintenant que f est de classe C3. Etudier la limite quand A — 0F

de
z1(A) + 72 (N)
A
Exercice 56 [03230] [correction)]
Soit
r+1 .
frze e
a) Montrer que I’équation
flz) =2

admet deux solutions a(\) < b(\) pour A assez grand.
b) Déterminer
lim  b(\)*™)

A—+oo

Exercice 57 [00234] [correction]
a) Former le DL & 'ordre 3 en 0 de

b) Prolonger le DL a l'ordre 5 en exploitant
tan(arctan x) = x
¢) Prolonger le DL a lordre 7 en exploitant

(tanz) =1+ tan’x
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Corrections

Exercice 1 : [énoncé]
a) Soit € > 0, puisque f(x) ——— ¢, il existe A € RT tel que

xr—r+00

x 2 A |f(x) - <e
Pour = > A et pour tout ¢t € [A,z], | f(t) — ¢| < € donc

i/j(f( _gdt‘ /|f )— 6] dt <

b) On peut écrire

I I I 1 [*
L[ a1 [ gw-na= [Cuw-nal [ uw-oa

A

Quand x — o0,

1 cte

A
7/0 (f(t) — £)dt =

— 0
X

donc il existe A’ € RT tel que

et alors pour A” = max(A4, A’), on a

1 x
x> A" = ;/ (f(t)—ﬁ)dt‘g%
0

Exercice 2 : [énoncé]
Dans le cas £ =0

Ve > 0,34 €RY Vo > A, |f(x+1) - f2)] < 5
Or -
10) 178 ek fo—k =1+ 2@ o - )
k=0
donc
‘f(w) cle—Ale |f@—]z—A))
r | A 2 x

Puisque f est continue sur le segment [A, A 4 1], elle y est bornée par un certain

M.
Orz—|x—A] €[A, A+ 1] donc
f@) e M
T 2
et pour x assez grand
LCIp
x

Dans le cas général, il suffit d’introduire la fonction g : © — f(x) — £z pour
conclure.

Exercice 3 : [énoncé]
Commencgons par le cas £ = 0.
On remarque que (f(t)et) = (f(t) + f'(¢))e* donc
fla)er = 10)+ [ (70 + Fo)eta
puis
f@) = 1O+ [ (1) + Fe)e i
Il reste a montrer

(f(t)+ f(t))e"*dt —— 0

0 xr——+00

Pour ¢ > 0, il existe A € RT, pour t > A,

fO+ Ol <e

On a alors

/m (f&)+ f'(t))e"" dt’ <e

A

et
A

<t [Tif0 + 1] dt 0
0

T—+00

A
/0 (F(O) + F/()e!— dt

Ainsi pour x assez grand,

/Ox (F) + F(1)e dt‘ <2

Finalement f(z) —— 0.
Tr—+00

Cas général : il suffit de considérer g : z — f(z) — £.
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Exercice 4 : [énoncé]
Pour tout € > 0, il existe a > 0 tel que

Vo €10,a], (1 - vz < f() — f(2/2) < L+

Pour z €0, a], /2" € ]0, ] pour tout n € N donc

(1 —e)Va/2n < fla/2") = fla/2"F) < (L+e)y/z /27

En sommant ces inégalités et en passant a la limite quand n — 400 on obtient :

) 1
(= W5 <T@ < (Vo — s

La phrase quantifiée ainsi obtenue permet d’affirmer

Jz

f(x)'“m

Exercice 5 : [énoncé]

a) Considérons g :  — f(z) — x. g est continue, g(0) > 0 et g(1) < 0 donc il existe
a € 10,1] tel que g(a) = 0.

b) L’ensemble A = {x € [0,1] /f(x) > x} est une partie de R, non vide (0 y
appartient) et est majorée (par 1).

On peut donc poser

sup A

o
Sia € A alors a < f(a) done f(a) < f(f(a)) dou f(a) € A. Or v est majorant
de A donc f(a) < a puis f(a) = a.
Sia ¢ Aalors f(a) < . Puisque « est le plus petit des majorants de A, il existe
t € A vérifiant f(«a) < t < a. Or par croissance de f, f(t) < f(«a) <t ce qui est
contradictoire avec la propriété t € A.
On peut aussi procéder par dichotomie. . .

Exercice 6 : [énoncé]

a) L’ensemble des points fixes de f est (f —Id)~! {0}, c’est donc une partie
fermée de [0, 1]. Etant fermée et bornée c’est une partie compacte. Etant de plus
non vide, cette partie admet un plus petit et un plus grand élément.

b) Soient a < b les deux éléments précédents. I’égalité f o g = go f donne
f(g(a)) = g(a) et f(g(b)) = g(b).

Les réels g(a) et g(b) étant points fixes de f, on a 'encadrement

a<g(a),g(b) <b

Considérons alors la fonction continue ¢ = f — g.
On a p(a) =a—g(a) <0et pb) =b—g(b) = 0.
Par application du théoreme des valeurs intermédiaires, la fonction ¢ s’annule.

Exercice 7 : [énoncé]

Soit f une fonction solution. Puisque celle-ci est continue sur un segment, elle y
admet un minimum en un certain zy € [0, 1].

On a alors

+oo N “+oo
flao) = f(unazo;l 7o) =Y f(;o) = f(2o0)
n=1

=

On en déduit
Vn €N, f(upxo + 1 — x9) = f(x0)

En passant a la limite quand n — +o00, on obtient

f(1) = f(zo)

Ainsi f(1) est la valeur minimale de f sur [0, 1]

Un raisonnement symétrique assure aussi que f(1) est la valeur maximale de f sur
[0, 1].

On en déduit que f est constante.

La réciproque est immédiate.

Exercice 8 : [énoncé]
Par décomposition en éléments simples

11 suffit ensuite de dériver a 'ordre n. ..
Apres résolution de I’équation

(z—49)" = (x+4)"

a I’aide des racines de 'unité, on obtient que les racines de f(™ sont les cot %’r
avec k€ {1,...,n—1}.
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Exercice 9 : [énoncé]
a) En dérivant la relation (f o f)(x) = ax 4+ b on obtient

@) f'(f(x) =a

On observe que h admet un unique point fixe « = b/(1 — a).

Si pour tout z € R, f(z) < z alors h(z) = f(f(z)) < f(x) < x ce qui est
contradictoire avec ’existence d’un point fixe pour h.

De méme, on ne peut avoir f(z) > z pour tout = € R. La continuité de f permet
alors d’assurer 'existence d’un point fixe & f (qui ne peut d’ailleurs qu’étre « car
un point fixe de f est aussi point fixe de h).

La relation

en x = o donne

Par suite si a < 0, S = 0.
b) On observe
hiz)=a(z — o)+«

L’application h est une homothétie de centre a et de rapport a.
¢) On a
hlofoh=h"tofofof=h"tohof=Ff

En itérant la relation précédente
(hil)nofohn — f

avec h"*(r) = a+a"(z — ) et (h"1)"(2) = a+a "(z — a).
Supposons a € 0, 1].
On peut écrire

fl@)= (™" o foh™) = (h"1)" o fla+a"(z —a))
Puisque a™ — 0 et que f est dérivable en «
flo+a"(@ — ) = o+ a"(z — a)'(a) + o(a”)
donc
fl@)= ("o fla+a"(z—a)) =a+(z—a)f(a)+o(1)

En passant a la limite quand n — 400, on peut affirmer que la fonction f est
affine. Puisque de plus « est point fixe, f est une homothétie de centre « et son
rapport ne peut qu'étre ++/a.

La réciproque est immédiate.

Dans le cas a > 1, la méme étude en partant de
hofoh ™ =f

permet aussi d’affirmer que f est affine et d’obtenir une conclusion analogue.

Exercice 10 : [énoncé]
a) Il suffit de raisonner par récurrence. On obtient Py(z) = 1 et pour tout n € N,

Pui1=(2—-3nX?*)P, + X*P),

Par récurrence, pour n > 0, deg P,, = 2(n — 1).
b) f est continue en 0 et pour tout n € N*, f(")(z) — 0 dont par le théoréeme
z—

« limite de la dérivée », on peut conclure.

c) P; = 2 a toutes ses racines réelles.

f/(0)= lim f'(z)= lim f’(x)=0 donc par une généralisation du théoréme
T—r+00 T—r—00

de Rolle, on peut affirmer que f” s’annule sur ]0, 400 et ]—00, 0[. Ses annulations
sont aussi des zéros de P, qui est de degré 2, donc P, a toutes ses racines réelles.
f" s’annule aussi en 0 et en +o0o. Par la généralisation du théoréme de Rolle, on
obtient 2 annulations sur ]0, +oo[ et 2 annulations sur |—oo, 0] qui seront toutes
quatre zéros de P3 qui est un polynéme de degré 4,...on peut itérer la démarche.

Exercice 11 : [énoncé]

Soit y une valeur strictement intermédiaire & f’(a) et W.
Considérons ¢ : [a,b] — R définie par ¢(z) = f(z) — y(z — a).
La fonction ¢ est dérivable et

p(a) = f(a), ¢'(a) = f'(a) =y <0, p(b) = f(b) = y(b—a) > f(a)

Puisque ¢'(a) < 0, ¢ prend des valeurs strictement inférieures a f(a).

Ainsi il existe « € Ja, b] tel que p(a) < f(a).

i est continue, par le théoréme des valeurs intermédiaires appliqué entre « et b, il
existex € Ja, b C |a, b] tel que p(z) = f(a).

En appliquant le théoréme de Rolle entre a et z, il existe ¢ € |a, z[ tel que

©'(c) =01ie. f'(c)=vy.

Par le méme principe que ci-dessus, f’ prend aussi les valeurs intermédiaires a

1/ (b) et % et donc les valeurs intermédiaires a f’(a) et f/(b).

a
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Exercice 12 : [énoncé] puis
Soit (ay) une suite de valeurs d’annulation deux & deux distinctes de f. Par le ( a)2 ”
P ; : . . sup | f| < sup | "]
théoréme de Bolzano-Weierstrass, on peut extraire de la suite bornée (a,) une [a.,0] 8 jad)

sous-suite convergente (a,(y)). Posons a sa limite. Par continuité, on a f(a) = 0.
En appliquant le théoreme de Rolle entre a,ny et ay(,41), il existe b, compris
entre ces deux nombres tel que f/(b,) = 0. Quand n — +oo, on a b, — a par
encadrement et donc par continuité de f’, on a f’(«) = 0. Finalement

fla) = f'(a) = 0.

Exercice 13 : [énoncé]

Sizg € {ay,...,a,} n’importe quel ¢ convient.
Sizg ¢ {ai,...,a,}, il existe une constante K telle que
To—ay1)...\Top—a
o) = 00— )
n!
La fonction x — f(x) — %K est de classe C™ et s’annule en aq,...,ay

et xg ce qui fournit au moins n + 1 valeurs d’annulation et permet, par le
théoréme de Rolle, de conclure que sa dérivée néme s’annule en un ¢ € |a, b[. Or

d"<f(x)_ (a:—al)...(z—an)K> ) - K

dzm n!

donc K = f")(c).

Exercice 14 : [énoncé]
a) Si g = a ou g = b : ok. Sinon introduisons un réel K tel que la fonction

gz fla) — W K

s’annule en xg.

La fonction g est de classe C? et s’annule en a < t < b donc il existe £ € ]a, b[ tel
que g”(£) = 0 ce qui résout le probléme.

b) Notons que les sup engagés existent car les fonctions considérées sont continues
sur le segment [a, b].

On a b
Vo € [a,b] , |f($)‘ < w sup |f”‘
2 [a.]
Or z — % est maximum en z = %% ce qui donne :
b—a)?
@l < P sup )
[a,b]

Exercice 15 : [énoncé]
La bijection réciproque f~! est dérivable car la dérivée de f ne s’annule pas et

’ 1
71 @) = s
U0 = 7y
Appliquons le théoreme des accroissements finis & la fonction f~! entre % et %,
il existe yg,n € ]%, %[ tel que

() () ot 52)

En posant @y, = f~1(yk.n), on a

k-1 k
<f(xk:,n)<7
n

n

En sommant les relations précédentes pour k allant de 1 a n on obtient :

VAN PSR S S ¢
1) = 710) ; Py n
() (k) = %

Puisque f~(1) =1 et f~1(0) = 0 car f bijection croissante de [0, 1] sur [0, 1], on
obtient finalement,

- 1
,; @)

Exercice 16 : [énoncé]

a) Si f’ est bornée sur R*, I'inégalité des accroissements finis assure que f est
lipschitzienne donc uniformément continue.

b) Supposons que f soit uniformément continue. Pour £ = 1 > 0, il existe un réel
a > 0 vérifiant Vz,y € R, |y — z| < a = |f(y) — f(x)| < 1. En particulier, pour
tout x € R, |f(x + «) — f(x)] < 1. Or par le théoréme des accroissements finis, il
existe & € |z, x + of vérifiant | f(z + o) — f(z)| = a|f'(&)] et donc

[f'(€2)] < 1/a. Cette propriété est incompatible avec |f/(z)] — +oo.
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Exercice 17 : [énoncé]
Si f est solution alors en dérivant f o f = f on obtient

vz € R, f'(z) = f'(z) x f'(f(2))
puis en exploitant & nouveau f o f = f, on obtient

Vo e R, f'(f(x) = f'(f(z))?

Puisque la fonction f’ o f est continue, on peut affirmer que celle-ci est constante
égale a 0 ou 1.

Cas ffof=0

La relation f'(z) = f'(x) x f'(f(z)) donne f’(x) =0 et on en déduit que f est
constante.

Cas flof=1

Nous savons que I = Imf = f(R) est un intervalle non vide.

Puisque f/(z) =1 pour tout = € I, on peut affirmer qu’il existe C' € R tel que
f(z) =z + C pour tout z € I.

Orona f(f(x)) = f(x)+ C (car f(z) €I)et f(f(x)) = f(x) donc C = 0. Ainsi

Veel, fx)=x

Pour conclure, il reste a montrer 7 = R.

Par I'absurde supposons l'intervalle I majoré et posons m = sup I.

Par continuité de f’ et de f en m, on a f(m) =m et f'(m) = 1 Puisque
f'(m) =1, f prend des valeurs strictement supérieures & f(m) = m. Ceci
contredit la définition de m.

De méme, on obtient qu’il est absurde d’affirmer que I est minoré et donc on
conclut I = R.

Finalement, si f est solution alors f est constante ou égale a I'identité.

La réciproque est immédiate.

Notons que sans I’hypothése classe C', de nombreuses fonctions peuvent étre
solutions comme la suivante

y=f(o)

7\ :

v

Une fonction continue vérifiant fo f = f

Exercice 18 : [énoncé]

—c<t—rx<cest—c<rx<<t+te

Sit<a—cout>b+calors g(t) =0.

Sia—c<t<a+calors g(t) =f;+clda:=t—|—c—a.
Sia+e<t<b—-calors g(t)= ["1dt = 2c.

Sib—c<t<b+ calors g(t) :ftl:cldx:bftJrc.

La fonction g est représentée par une fonction continue affine par morceaux.

c
<>

v

La fonction g

Exercice 19 : [énoncé]
L’équation étudiée équivaut a

2 2
47 3t —gr 9"

1 1
30 o7 :/ 2(2+)""Ldt et 47 — 37 :/ 22(3+4)" Lt
0 0

et donc I’équation étudiée peut se réécrire

/lga(t)dt()
0

ol ¢ est 'application continue définie par
plt) = e(@B+ 0" = 2+

Sixz <0ousiz>1,il est immédiat d’affirmer que 'application ¢ est de signe
constant.
Si z €]0,1[, étude est plus délicate et nous allons montrer par étude de fonctions
que

2B+)T < (24 1)7
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soit encore
Inz+ (22 =) In(3+1t) < (z — 1) In(2 +¢)

Soit f:x—Inx+ (22 —1)In(3 +1t) — (z — 1) In(2 + t) définie sur ]0, 1]
La fonction f est dérivable et
1
f(@)=—=+2xIn(3+1t) —In(2+1¢)
T
Siz>1/2alors f/(z) > 1 +In(3+1¢)—In(2+1¢) > 0.
Siz<1/2alors f'(z) 22 —-1In(2+¢) >2—-1n3 > 0.
Dans tous les cas f'(x) > 0 et donc f est croissante.
Puisque f(1) =0, la fonction f est négative et I’on obtient I'inégalité proposée.
Finalement, I’équation initialement étudiée équivaut a une équation de la forme

/190(75)dt0
0

avec  une fonction continue de signe constant. L’équation est donc vérifiée si, et
seulement si, ¢ est la fonction nulle.

Pour z < 0, cette propriété n’est vérifiée que si x = 0.

Pour x > 0, si la fonction ¢ est la fonction nulle alors

\ﬁe[o,1]é+(x2—1)1n(3+t)—(x—1)1n(2+t):o

puis en dérivant par rapport a la variable ¢, on obtient

2 -1 rx—1
tel0 ] 50 =35

ce qui n’est possible que pour z = 1.
Inversement, x = 0 et x = 1 sont solutions de ’équation étudiée.
Finalement

S=10,1}

Exercice 20 : [énoncé]
Par intégration par parties

/ f(t)sin(nt)d

[ I

cos nt ]

/ f'(t) cos(nt) d
f(a)cos(na) f(b)cos(nbd) S0

et

/f ) cos(nt) dt /\f )| dt =0

lim /b f(®)sin(nt)dt =0

n—+oo J,

donc

Exercice 21 : [énoncé]
Par le changement de variable u = nt

/ f(@t) |sin(nt)| dt = / f(u/n)|sinu| du

En découpant l'intégrale par la relation de Chasles

(k+1)m
/ (@) |sin(nt)| dt = Z/ f(u/n)|sinu| du
kx

puis par translation de la variable

/ f(#) |sin(nt)| dt =

Z/ (“H”) sinu du

et on peut alors écrire

()|s1n (nt)| dt =

D’une part

SNICIE 0

se reconnalt comme étant une somme de Riemann et donc

,Z/ ( )blnudu—>2/fﬂ't i/oﬂf(t)dt

D’autre part, la fonction f étant de classe C! sur le segment [0, 7] elle y est
M-lipschitzienne avec

M = sup |f'|
[0,7]
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et on a alors

1l u+ km km .
2 () - ()

On en déduit

n—1

M

k=0

/Oﬂ () [sin(nt)] dt — i/oﬂ F(6)dt

Notons que le résultat peut aussi étre établi d’une fagon semblable pour f
seulement continue en exploitant 1'uniforme continuité de f sur le segment [0, 7].

Exercice 22 : [énoncé]

a) Pour chaque x considérée, la fonction intégrée est définie et continue sur le
segment d’extrémités = et z2.

b) Pour x > 1 et pour tout t € [x,a:Q], xr<t<z?etInt >0 donne par
intégration en bon ordre

= rdt =® 124t
T < <
/I tInt \f(x)\/r tInt

2

vode 2
L m—[lnﬂntﬂl =1n2

Puisque

on obtient
f(z) —— 1n2
z—1t
c¢) Pour z < 1, on a cette fois-ci 22 < x et Int < 0.
En adaptant ce qui précéde, on obtient cette fois-ci 22In2 < f(z) < 2In2 d’ou
I’on conclut

d) On introduit H primitive de ¢ — 1/Int sur ]0, 1] ou |1, +oo].
On peut alors écrire f(z) = H(2?) — H(x) d’ott 'on tire que f est de classe C! sur
10,1 et sur ]1, +o0o[ avec

rz—1

fi(z) =

e) La dérivée de f converge en 1 donc par le théoréme du prolongement C!, on
peut affirmer que le prolongement par continuité de f en 1, encore noté f, est de
classe C! sur ]0, +-oc].

La dérivée de f est évidement de classe C* sur |0, 1[ et sur |1, +o0].

Inx

1 s s
ng/ Mgsinudu:—/ usinudu — 0
n 0 n n Jo

Au voisinage de 1, la dérivée de f est 'inverse de i“fl
En posant x =1+ h, on a
+oo
1 1 (=1)™h"
=—In(l4+h)= —_—
P~ =2

pour |h| < 1.
Ainsi ﬁ est au voisinage de 1 une fonction de classe C*° ne s’annulant pas et
donc f/(z) est une fonction de classe C* au voisinage de 1.

Exercice 23 : [énoncé]
a) Quand x — 07, on a par croissance de la fonction exponentielle

Vt € [z,22], " <e' < e
donc
e”In2 < f(z) <e**In2

Par théoreme d’encadrement
f(z) = 1n2

De méme, quand z — 07, f(z) — In2. On prolonge f par continuité en 0 en
posant
f(0)=1In2

b) Soit F une primitive de ¢ — e’/t sur R™*. F est de classe C! et
f(z) = F(2x) — F(z) donc f est aussi de classe C! et

Il en est de méme sur R™* et puisque f’(x) — 1, on peut affirmer que la
r—r

fonction continue f est de classe C! sur R et f/(0) = 1.

Exercice 24 : [énoncé]
On a

10~ 10— ([Cerwa- [Ceoa) - 2 Moo -sop a

Pour ¢ > 0, il existe a > 0 vérifiant

7] Sa=f(z) - f0)| <e
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Par suite, si |z| < «, pour tout ¢ compris entre 0 et z, |f(t) — f(0)| < € puis par
intégration

1 x

o ) = o) a <

Ainsi

Exercice 25 : [énoncé]
On peut écrire

fO;:/fn(gtdt - /0 o+ )P () dt
0

Par le changement de variable u = ¢"*1

1in 1
foftl tfn(ii)tdt _ /O f(ul/(n-‘rl)) du
0

Par convergence dominée par | f||,,, on obtient

Jo t£(1) dt

Tear f
0

Exercice 26 : [énoncé]
Posons f :]0,1[ — R définie par

prolongée par continuité en 0.
Notons que cette fonction est positive et croissante.
Introduisons a,b € ]0, 1[ dont les valeurs seront déterminées ultérieurement. On
peut écrire
_(n + l)ln =A,+ B, +C,

avec
n

1
x
dz et Cn:/b (n—&-l)mdx

n xn

b
dz, Bn:/a (n+1)f(a:)

An:/o (n—l—l)m

Par monotonie de f,

O<A7L</MZGn+1
o [f(0)
Pour a =1 — ¢, avec &, = 22 — 0,on a

T n

In(n)a™t! = enm+ntin(i—cn) _,

car
In(lnn)+ (n+1)In(l —¢,) ~ —lnn - —oco

1
Inn
Par la croissance de f

Y(n41)an 1=t
0<@<A ONNiC)

— 0, on a

On en déduit

1

Pourbzl—nnavecnn:m

bt~ 1et f(b) ~Inn

cg~0(1>
Inn

Enfin, toujours par la croissance de f,

de sorte que

b7z+1 _ an—i—l bn+1 _ an+1
—— 0SBy ——F—~——
f(b) f(a)

et puisque
bt — g™t s 1et f(b) ~ f(a) ~Inn

on parvient a

1
_ DI, ~ —

(n+1) Inn
et finalement 1

I, ~—

nlnn
Remarque :
Par le changement de variable t = —In(1 —z), z =1 —e"¢
+oo —t\n+1
1—
I, = — / Q=)™ gy
0 t
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En développant par la formule du binéme

n+1 _ _
] +1 +o0 t__ (k+1)t
L= (=" / ¢ T Ty
k=0 k 0 ¢

t

04-

et on peut montrer par découpage d’intégrale et un changement de variable affine "2_ A
que .
l-.
00 gt _ (k4 1)t 00 gt _ o (k41)t
—— dt =lim —dt=In(k+1 y T y T 7 T T T T
/ : ), : b+ lll o8 06 04 02 ¥ 02 04 06 o8

Ce qui précede permet alors d’établir

Exercice 27 : [énoncé]
f est définie sur [—1,1] et impaire, étude limitée & [0, 1].
f est de classe C* sur [0, 1],

1 — 222 " (22_3)
— 2 (x):(xl_xw

f présente une inflexion en 0, tangente y = x.

f présente un maximum en z = 1/y/2 de valeur 1/2.

f(1)=0et f'(x) — oo, il y a une tangente verticale en 1.
T—

plot (x*sqrt(l—x:2) , x=-1..1);

La fonction z — zv/'1 — 22

Exercice 28 : [énoncé]
Soient a,b € R et A € [0,1],
Puisque f est convexe

fra+ (1 =Nb) <Af(a) + (1= N)f(b)
Puisque g est croissante

(go f)Aa+ (1 =A)b) <g(Af(a)+ (1= A)f(b))

Puisque g est convexe

(go f)(Aa+ (1 =A)b) < Alge f)(a) + (1= A)(go f)(b)

Finalement g o f est convexe.
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Exercice 29 : [énoncé] Exercice 32 : [énoncé]

f réalise une bijection continue de I vers f(I). f~! a méme monotonie que f. Soit a < b € R. Par labsurde supposons f(a) # f(b).

Soient y,z € f(I) et A € [0,1], posons a = f~1(y) et b= f~1(2). Si f(b) > f(a) alors pour tout = > b, 7(a,x) > 7(a,b) donne
Fa+ (1= A)b) < Af(a)+ (1= N)f(b) f(z) = (x —a)7(a,b) + f(a)

avec 7(a,b) > 0.
Cette minoration donne f(x) —— +o00.
Tr—r+o0

Aa+(1=Mb = fH(Af(a) + (1= A)f(b) Si f(b) < f(a) alors pour tout z < a, 7(x,a) < 7(a,b) donne

ie. fla) = (a—z)7(a,b) < f(x)
)‘f_l(y) + (1 - )‘)f_l(z) 2 f_l()‘y +(1=2)2) avec 7(a,b) < 0.

Ainsi f~! est convexe. Cette minoration donne f(x) —— +o0.
r—r—00

donne, sachant f~! décroissante :

Dans les deux cas, f n’est pas majorée. Absurde.

Exercice 30 : [énoncé]

Par la convexité de f, pour tout x > 1, on a Exercice 33 : [énoncé]

Etudions la continuité en xg € R. Soit a,b € R tels que a < zg < b.

f(z) — £(0) Quand z — z :

- > f(1) = £(0) xo <z < bdonc 7(xg,z) < 7(x0,b) puis
donc f(z) < f(zo) + (z — xo)7 (20, b)

> — —_—
fl@) 2 (f(1) = £(0)) =+ f(0) Tx—400 +oo et a < g < x donc 7(a, z¢) < 7(x0,x) puis
f(zo) + (z — z0)7(a, z0) < f(x)

Exercice 31 : [énoncé] Par le théoréme des gendarmes
Soient a,b € R tels que a < b.
Pour tout « > b on a 7(a,b) < 7(a,z) donc f(x) = f(zo)

f(x) = f(a) + (x — a)7(a,b) Méme étude pour x — z, puis la conclusion.

Si 7(a,b) > 0 alors f(x) ——— 400 ce qui est exclu. Par suite 7(a,b) < 0.
roEeo Exercice 34 : [énoncd]
a) Soient a < b. Pour tout > b, on a 7(a,z) > 7(a,b). A la limite quand

0> 7(a,b).
z) > fla)+ (x —a)r(a,b T — +00, 0= ’
f(z) 2 fla) +( Jr(a,b) Par suite f est décroissante et puisque f+—> 0, on peut conclure f > 0.

Pour tout < a on a 7(x,a) < 7(a,b) donc

Si 7(a,b) < 0 alors f(x) —— o tooce qui est exclu. Par suite 7(a,b) > 0. b) Posons y = pz + ¢ Péquation de I'asymptote engagée et considérons
Finalement 7(a,b) = 0 et donc f(a) = f(b). gz f(z) — (px +q).

La fonction g est convexe et g tend vers 0 en 4+o00. Par suite g est positive et f est
au dessus de son asymptote.
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Exercice 35 : [énoncé]
a) Soie,t a,b € T et

A={Ae [0,1], Fha+ (1= \b) < Af(a) + (1= A)f()}
On a 0,1 € A et par 'hypothese de travail, on montre
MpeA=A+p)/2€ A
Par récurrence sur n € N, on a
Vk € {0,1,...,2"} k/2" € A
Enfin pour tout A € [0,1], pour k, = |2"A|, on a A, =k, /2" — A et
fna+ (1 =2An)b) < Anf(a) + (1= An)f (D)

donne a la limite

fa+(1=2)b) < Af(a) + (1= A)f(b)

Ainsi la fonction f est convexe.

b) Par ce qui précéde, on montre que la fonction g : x + f(x) — Mx?/2 est
convexe.

On en déduit qu’en tout = € I, g est dérivable a droite et a gauche et on a

gy(x) < gy(x)

Or la fonction z + Mx? /2 est dérivable donc, par opérations, f est dérivable a
droite et a gauche et on vérifie

fo(@) < fa(z)

De méme, on montre que la fonction h : x + f(x) + Mx?/2 est concave et on en
déduit que pour tout x € I,

fo(@) = fo(=)
Finalement f;(z) = fj(z) et donc f est dérivable.

Exercice 36 : [énoncé]
Soit x € R*. Posons ¢ : RT™ — R définie par

o) = flx+y) - flz) - f(y)

La fonction ¢ est dérivable et

¢'(y)=f(z+y) - fy)

Puisque f est concave, sa dérivée f’ est décroissante et donc

flle+y) < f(y)

On en déduit que ¢ est décroissante et puisque ¢(0) < 0, la fonction ¢ est
négative ce qui fournit I'inégalité demandé

Exercice 37 : [énoncé]

Soit b e I.

Cas b > a.

Puisque a est minimum local de f, il existe a < ¢ < b tel que

fe) = f(a)
La fonction taux de variation en a étant croissante (car f convexe), on a

fle) = f(a)

b—a c—a

WV

=0
et donc f(b) > f(a)

Le cas b < a est analogue avec considération des signes de b — a et ¢ — a.

Exercice 38 : [énoncé]
a) ¢ étant convexe, la courbe est au dessus de chacune de ses tangentes.

b) Posons a = fol f(u)du € I et considérons x = f(t) € I :
e(f(t) = ¢(a) + ¢'(a)(f(t) —a)

En intégrant sur [0, 1], on obtient :

/ POLEY ( fya)

car

/ @) - a)dt = (a) ( / i / : f(u>du> .

c) p:z+— xlnz est convexe sur I = R car (zlnz) =1+ Inx qui est croissant.
L’inégalité précédente donne alors

0< / £ In(f () dt

puisque fol f(t)dt =1 annule ¢.
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d)  — zlnz étant convexe et de tangente d’équation y =z — 1 en 1, on a
zlnz > x — 1 pour tout x > 0

Par suite

/Of(t)lnf(t)dt—/o f(t)lng(t)dt:/o i;g;ln <£Ez)))g(t)dt

\VJ
o\
2.
7N
m‘%
—~|—~
SHIGY
S— [ ——
|
—
~__

Exercice 39 : [énoncé]

Soient A € [0,1] et u,v € C. Etudions Au + (1 — A)v.

On peut écrire u = %(ul +ug) et v= %(vl + v9) avec uj, vy € Cq et ug, vy € Ca.
On observe alors

1
Au+(1=Nov= §(w1 + wo)

avec 1
wy, = ()\’U,l + (1 — )\)Ul) € (1 et wyg = 5()\U2 + (1 — )\)UQ) € (o

Ainsi du+ (1 —M)v eC.

Exercice 40 : [énoncé]

Soient a € V et F' = {b—a/b € V}. Montrons que F est un sous-espace vectoriel
de E, ce qui, puisque V = a + F assure que V est un sous-espace affine.
FCFEetOg=a—a€eF.

Soient A € Ret u € F. Puisquea € Veta+ueVona

a+du=(1—-XNa+Na+u) eV

donc A\.u € F.
Soient u,v € F.Onaa+u €V et b+v €V donc

1 1 1

a+ -(u+v)=-(a+u)+ z(a+v) eV
2 2 2

et donc %(u +v) € F puis u+ v € F en vertu de la propriété précédente.

Finalement F' est un sous-espace vectoriel de F.

Exercice 41 : [énoncé]

a) La fonction z +— sinz est concave sur [0, 7/2], la droite d’équation y = x est sa
tangente en 0 et la droite d’équation y = 2z /7

supporte la corde joignant les points d’abscisses 0 et /2.

Le graphe d’une fonction concave est en dessous de ses tangentes et au dessus de
ses cordes et cela fournit I'inégalité.
b) La fonction & — 2"T1 est convexe sur Rt et sa tangente en 1 a pour équation

y=n+lz—n

g(t) dte=gfaphe d'une fonction convexe est au dessus de chacune de ses tangentes et

cela fournit I'inégalité.

Exercice 42 : [énoncé]
f est définie et C*° sur |1, 4o0].

f'(x) =

zlnzx

f est concave.
Puisque f est concave :

f (’I;y> s J@) + /)

i.e.

In <1nx—;—y) > In(ln ) —;ln(lny) =InyInzlny

La fonction exp étant croissante :

lnx—;y > +/Inzxlny

Exercice 43 : [énoncé]
La fonction f: z — % est convexe sur RT™ donc

f<x1+-~-+xn)gf(:cl)+~--+f(xn>

n

d’ou

puis l'inégalité voulue.
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Exercice 44 : [énoncé]

La fonction x — Inx est concave. En appliquant 1’inégalité de concavité entre a?

et b? on obtient ) ) ) .
In(=a? + =b?) > —Ina? + — In b?
p q p q
puis I'inégalité voulue.

Exercice 45 : [énoncé]

La propriété est immédiate pour a = 0 ou b = 0.
Supposons désormais a,b > 0.

Par concavité de la fonction logarithme, on peut affirmer

In(ta+ (1 —t)b) > tlna+ (1 —t)Inbd
et donc
In(a’d* %) < In(ta + (1 —t)b)

puis I'inégalité proposée en composant avec la fonction exponentielle qui est
croissante.

Exercice 46 : [énoncé]
a) Par la concavité de x — Inz, on a pour tout a,b > 0 et tout A € [0, 1]
I'inégalité :

Alna+ (1 —A)Indb < In(Aa+ (1 — A\)b)

Appliquée & A = 1/p, elle donne
1n{75€/l;§ln(a+b>
p q

puis I'inégalité voulue. Enfin celle-ci reste vraie si a = 0 ou b = 0.
b) 11 suffit d’appliquer 'inégalité précédente a

al . b
_ ot b=
p /4 q q
ay + a by + by
¢) De méme on a aussi
a2b2 1 ag 1 bg

W/l +ab /b7 + b pal+ab " qbi+b]

donc en sommant les inégalités obtenues puis en simplifiant on obtient celle
voulue.

d) En reprenant 'inégalité du a) avec

ap bq-

— etb—n

a =

*"G
&Q

puis en sommant les inégalités obtenues, on obtient celle voulue.

Exercice 47 : [énoncé]
a) f:x— In(l+e”) est définie et de classe C*° sur R.

e’ 1 e’

f’(x) = =1- - et f”(fﬂ) = m >0

1+e” 1+e

f est donc convexe.

b)
f<a1+'~+an) < fla)+ -+ flan)
n n
donne
In (1+ea1+n+a”) —1In (H 1—&—6“")
puis

1/n
ajt---+an +an "
1+e™ » <H1+e ’*)

qui donne I'inégalité voulue en partant de ay = In xy.
¢) En factorisant

n 1/n n 1/n n 1/n n b 1/n
k
<H ak> + (H bk) < (H ak> 1+ ( ak)
k=1 k=1 k=1 k=1

puis en vertu de ce qui précede

n 1/n n 1/n n 1/n n b 1/n
(fLn) o (f1e) < (1) ()
k=1 k=1 k=1 k=1 Ok

n 1/n n 1/n n 1/n
(H ak) + (H bk) < (H(ak+bk)>

k=1 k=1 k=1

puis
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Exercice 48 : [énoncé]

Si 'un des x; ou des y; est nul, la relation est immédiate. On suppose désormais
z;,y; > 0.

En divisant par (z7 ... xn)l/ " la propriété demandée équivaut a

T+ (o1 o) " < (T4 1) ... (1+ o)™
identité.

Considérons la fonction f : z — In (1 + e%).

f est dérivable et f/(z) = 1_‘?_% =1- 1—5-% La fonction f’ est croissante donc f
est convexe.

Par I'inégalité de Jensen :

Val,---,aneR,f<W> <

Pour a; = In «;, on obtient

pour tout a; > 0. Etablissons cette

(f(a) + -+ f(an))

S|

1 1
In (14 ermertre)) < = (In(1 4+ ar) + -+ In(1 + ay))
n
puis
In (1+(a1.-.an)1/") <In((1+a)...(1+a)"
et par la croissance de la fonction exponentielle, on obtient

14 (a1 )" < (L4 o). (L4 an) "

Exercice 49 : [énoncé]

Il est bon de savoir qu’une fonction f : R — R convexe est obligatoirement
continue bien que ce résultat n’est pas explicitement au programme. Par les
sommes de Riemann,

I 1 b—a
b—a/ag(t)dt:ngrfoonkz_:g<a+k n >
donc par continuité

1t . 1 b—a
f(z)_a/a9<t>dt)—nkﬁlmf<nk_lg(“+k =)
Par I'inégalité de Jensen
1 « b—a 1 & b—a
il k < = k
(B (o)) <2 (o (o252))

En passant cette relation a la limite, on peut alors conclure grace a la continuité
de f.

Exercice 50 : [énoncé]
Par un argument géométrique (trapéze sous la courbe) la concavité donne

IM < [f f(t)dt

On en déduit zf(z) < 2 f; f(t)dt — x donc

/01 ef(z)de < 2 /:_O </:O £(6) dt) A — % (1)
Or

/:_O :Of('f)dfdff=/;0 ;_tf(t)drvdt=/t1 (1—t)f(’5)dt:/Olf(t)dt—/oltf(t)dt

=0

La relation (1) donne alors

1 1 1
3/0 xf(x)dxé?/o f(t)dt—i (2)

([ swa-) »0

2(/01f(t)dt)2>2/01f(t)dt—; 3)

Les relations (2) et (3) permettent alors de conclure.

Enfin

donne

Exercice 51 : [énoncé]
L’inégalité arithmético-géométique (qui découle de la concavité du logarithme et
de l'inégalité de Jensen) fournit

1
nalag...an<ﬁ(a1+a2+...+an)

11 suffit alors de l'appliquer avec a; = x;/x;+1 en notant x,+; = x1.
Exercice 52 : [énoncé]
a) f est continue et strictement croissante. L’étude des limites de f permet

d’affirmer que f réalise une bijection |0, +o00[ vers R.
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b) f est de classe C* et pour tout = € |0, +o0[, f/(z) # 0 donc f~! est de classe
C. Par suite f~' admet un développement limité & I’ordre 2 en 0 de la forme

FHy) =a+by+cy® +o(y?)

Comme f(1) =0, f~1(0) =1 et donc a = 1.
La relation f(f~!(y)) = y donne

L+ by +cy® +o(y?) +1In(1+by + cy® +o(y*)) —1 =y
soit encore
2by + (20 - ;b2> v +o(y?) =y
Par unicité des développements limités
b=1/2et c=1/16
c) Le tableau de variation de f permet de d’obtenir celui de f~! et d’affirmer

FHy) —— +o0

y—+00

Puisque

M) +In(f ) — 1=y
avec

In(f~'(y) —1=0o(f""(¥)
on obtient

7 ) ~y

d) On a

La relation

donne

puis

Exercice 53 : [énoncé]

fiax— 2+ In(l+z) est de classe C* et f(0) =0et f/(0) =2> 0.

Sur un intervalle voisinage de 0, la dérivée de f ne s’annule pas et donc f induit
une bijection au départ de cet intervalle. De plus, sa bijection réciproque est de
classe C*° et admet un développement limité a l'ordre 3 de la forme

F7Hy) = ay + by + ey’ +o(y?)
Puisque f(f~!(y)) =y, on obtient

2

1
2ay + <2b — C;) y* + (2¢ — ab + ga?’)y3 +o(y*) =y

On en déduit a =1/2,b=1/16 et ¢ = —1/192.

Exercice 54 : [énoncé]
a) f est continue et
~lnz -1

f(x)f(lnT)Q>O

sauf en © = e donc f est strictement croissante et réalise donc une bijection de
[e, +oo] vers [e, +00].
b) Quand y — +o0, f~1(y) — +oo.

)
m( )
donc
In(f~'(y)) = In(n(f~(y))) = In(f () + o(ln(f~'(y))) = Iny
d’ou
In(f~'(y)) ~ Iny
Par suite

fHy) ~ylny

¢) f7Hy) =yIn(f~'(y)) =yIn(ylny +o(ylny)) = yIny + yIn(lny + o(lny)) =
ylny +yln(Iny) + o(y In(ln y)).

puis f~'(y) = yIn(f(y)) = yIn(ylny + yIn(lny) + o(y In(lny)) =

yln(ylny) + y1n (1 + ml(rllinyy) +o (M))

Iny

et enfin (

B In(ln In(ln
f 1(y)=y1ny+yln(lny)+y7( /I yi( v)
Iny Iny
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Exercice 55 : [énoncé] donc ;
a) Puisque f” est continue et f”(0) > 0, on peut introduire a > 0 tel que f” > 0 z1(A) + 22(N) N 2 F®(0)
sur [—a, al. b\ 3 7(0)2

On a alors f’ strictement croissante sur [—a, a] et puisque f'(0) =0, on peut
exprimer le signe de f’ sur [0, a] et constater que f est strictement décroissante
sur [—a, 0] et strictement croissante sur [0, a].
b) Puisque f est continue, par stricte monotonie, f réalise une bijection f; de
[—a, 0] sur [0, f(—a)] et une bijection f de [0, a] sur [0, f(a)]. L’existence et (xg tz_ 1)

xr

Exercice 56 : [énoncé]
a) La fonction f est définie et dérivable sur R* avec

Punicité de z1(\) et de z2(A) en découlent et fl(x) = .

21(A) = f () et 22(N) = f5 1 (V)

¢) Par continuité de f; ' et f5!, on a

Notons o < 3 les deux racines réelles de ’équation 22 +z — 1 = 0. On a le tableau
des variations suivant

: o . _ x | —oo « 0 || of B +00
,\li>%1+ 71(A) =07 et Algng w()) =07 f'(z) + 0 - - 0 +
fl@) | 0 7 fla) N\ —oof 400 N\, f(B)  +o0

Par la formule de Taylor-Young, quand = — 0
1 Pour A > max(f(8), f(a)), équation f(x) = A admet deux solutions, I'une dans
flx) = §x2f”(0) + o(x?) a()\) €0, 8] et 'autre b(A) € |8, +ool.
b) On a

Pour i € {1, 2}, puisque z;(A) — 0, . .

A 0 A 00
A= F(@:0) = 3220 17(0) + ola?(V) o o
Puisque a(A) — 0 et
donc a(A) +1 a(\)
————e¥M =
2(A) ~ /2/7/\ a(A)
f"(0) on a
Ainsi Aa(A) = (a(A) + 1)e"™ = 1
V2 V2
21(A) ~ — et z2(A) ~ donc
770) VI0) )~
, A
d) On peut écrire
Puisque b(\) — 400 et
) b()\)Jrleb(,\):/\
) = gy ) avee = o(V) Ty
donc
Par la formule de Taylor-Young, quand A — 0 JRICY Y
1 1
A= F@i) = ZaNS(0) + 5ai () FD(0) + 0w (V) Or A oo £ 1 done
2 6 b(A\) ~In A
et on obtient et puisque In A — +o00 # 1, on a encore
1 /%0 1 /®(0)
y1(A) ~ T3 1(0)2 Aet y2(A) ~ T3 77(0)2 Inb(\) ~ In(ln \)
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Par suite
b()\)a()\) — ea(/\)lnb()\)

avec
In(ln \)

0
\ —

a(A) Inb(\) ~

donc
b(N)*N -1

Exercice 57 : [énoncé]
a) Par opérations

1
tanz = + §x3 + o(z?)

b) Par la formule de Taylor-Young, le développement limité & 'ordre 5 existe et
est de la forme
L 5 5 5
tanx:m—&—gm + az® + o(x”)

On a alors

1 1 1 1
tan(arctanz) = x + gscg +az’® — §x3 - §x5 + 5335 +o(x°) =z

et donc
2

15
¢) Par la formule de Taylor-Young, le développement limité a l'ordre 7 existe et
est de la forme

a

1 2
tanz = x + —2° + —a° + ba" 4 o(z")

3 15
En intégrant le développement & I’ordre 6 de 1 + tan?  on conclut
17
- 315
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