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Enoncés

Intégration sur un intervalle

quelconque

Intégrabilité

Exercice 1 [00657] [correction]
Etudier I'existence des intégrales suivantes :

1 dt “+oo .,
a)/o m b)/O In(t)e " dt

T In(1 4t T In(1 4 ¢2
0 - 0

oo

Exercice 2 [02349] [correction]
Etudier I'existence des intégrales suivantes :

+o0 Vi U Int
a)/ L b)/ L S
o 1+t o /1)

+o0 +oo oo
d) / e’ q o) / e tarctant qp ) / t+2— 2+ 4t +1de
0 0 0

Exercice 3 [03385] [correction]
a) Etudier I'intégrabilité sur |1, +o00[ de

b) Montrer
In3

/23f(w)dx<2

Exercice 4 [03221] [correction]
Etudier I'existence de

+oo
/ In(tht) dt
0

Exercice 5 [00661] [correction]

Montrer que les fonctions ¢ ~— sint et ¢ ~» St

t

Exercice 6 [o00183] [correction]
Etudier I'intégrabilité en 0 de
T ot
fize / Ca
1t

Exercice 7 [03206] [correction]
Soit f : [1,+00] = R continue vérifiant

a 1
Vm,a}l,ng(x)gﬁ—i—?

La fonction f est-elle intégrable sur [1, +o00[?

Exercice 8 [03441] [correction]
Soit f : [0, +00[ — R une fonction continue, positive et décroissante.
On pose g : [0, +00[ — R donnée par

9(@) = f(z)sinz

Montrer que les intégrabilités de f et de g sont équivalentes.

Exercice 9 [03627] [correction]
Soit f : [0,+00] = R continue et positive. On suppose

flx+1)

f(x) T—+00

e |0,1]

Déterminer la nature de O+DO f(¢) de.

Exercice 10 [03442] [correction]
Soit f :]0,1] — R donnée par

f(z) =a”cos (1/2%) siz €]0,1] et f(0) =0

Montrer que f est dérivable sur [0, 1] mais que sa dérivée f’ n’est pas intégrable

sur |0, 1].
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Exercice 11 [o1770] [correction]
Soit g définie sur R par

o) = [ rwa

oll f est continue, de carré intégrable sur R™.

a) Etudier le prolongement par continuité de g en 0.

b) Exprimer ¢'(x) en fonction de f(x) et de g(z) pour x > 0.
¢) Pour 0 < a < b, montrer que

b b
/ gA(t)dt =2 / F()g(t) dt + ag?(a) — bg*(b)

puis montrer que

b +oo +oo
\// gz<t>dt<\//0 fz(t)dt+\/a92(a)+/0 £t dt

d) Etudier la nature de
—+oo
| s
0

Exercice 12 [o03753] [correction]
[Inégalité de Hardy]

Soit f : [0, +00[ = R continue et de carré intégrable. Pour 2 > 0, on pose

oe) = [ s

T

a) Montrer que g2 est intégrable sur ]0, +-o0[ et que

—+oo —+oo
/ g(t)dt <4 / () dt
0 0

b) Montrer que fg est intégrable et

+oo +oo
[ ma=2 [ rog0a
0 0

Exercice 13 [03053] [correction]
Soit f € C3(R,R) telle que f et f” sont de carrés intégrables.
a) Montrer que f’ est de carré intégrable.

b) Montrer : ( /R fa)Q < ( /R f2> (/Rf ”2>

Intégrabilité dépendant de parametres

Exercice 14 [o00658 ] [correction)]
Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur les parametres réels a et b
pour que les intégrales suivantes existent :

+00 dt too a +o0 tre—t
a)/ = b)/ - dt c)/ ©
L te(t—1) o 1+t o 1+t

Exercice 15 [00659] [correction)]
[Intégrales de Bertrand]
Pour «, 5 € R on étudie la nature de 'intégrale

/+oo dt
. te(Int)s

a) On suppose « > 1. Montrer que l'intégrale étudiée converge.
b) On suppose o = 1. Calculer
/ Toodt
o t(Int)?

et déterminer pour quels 8 € R l'intégrale étudiée converge.
c¢) On suppose «a < 1, en exploitant

t

)P oo OO

établir que l'intégrale étudiée diverge.

Exercice 16 [00660] [correction]
Enoncer une condition nécessaire et suffisante sur @ € R pour 'existence de

+o0 3
t—sint
/ fosinty,
ta
0

Exercice 17 [03705] [correction]
a) a désigne un réel strictement supérieur & —1. En posant x = tan ¢, montrer

/ﬂ/Q dt B T
o 1l4asin?(t) 2v1+a
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b) Donner en fonction de o > 0, la nature de la série

" dt
Z/O 1+ (nm)osin?(t)

(n+1)m dt
Z /M 1+t sin?(t)

d) Donner la nature de l'intégrale

/+OO dt
o 1+tosin?(t)

Intégrabilité et comportement asymptotique

¢) Méme question pour

Exercice 18 [oo0662 ] [correction)]
Soit f : [0, +oc[ — R de classe C* telles que f et f’ sont intégrables sur [0, +oc].
Montrer que f tend vers 0 en +oo.

Exercice 19 [ 03440 ] [correction]
Soit f : [0, +0o[ — R de classe C*.
On suppose que f2 et f'? sont intégrables. Déterminer la limite de f en +oc.

Exercice 20 [o03231] [correction]
Soit f : [0, +00] — R une fonction continue par morceaux.
On suppose que f est intégrable. Montrer

r+1
/ Ft)dt ——— 0

T—r+00

Exercice 21 [00663 ] [correction]

Soit f : RT — R une fonction continue, décroissante et intégrable sur RT.

a) Montrer que f tend vers zéro en +oo.

b) Montrer que z f(z) tend vers zéro quand & — +00

¢) Si on supprime I’hypothése décroissante, déterminer un exemple de fonction f
continue et intégrable sur R telle que f ne tend pas vers zéro en +oo.

Exercice 22 [03232] [correction]
Soit f : [0, +00[ — R une fonction continue par morceaux et décroissante.
On suppose que f est intégrable. Montrer

zf(x) —— 0

Tr—+00

Exercice 23 [03238] [correction]
Soit f : [0, +00] = R continue par morceaux et intégrable.
Montrer qu'’il existe une suite (z,,) de réels positifs vérifiant

Tp — 00 et z, f(x,) =0

Exercice 24 [ 02829 [correction]
Donner un exemple de f € C°(R*,RT) intégrable et non bornée.

Exercice 25 [00572] [correction)]

Soit f € C%([0, +oo[,R). On suppose que f et f” sont intégrables.
a) Montrer que f’'(z) — 0 quand z — +oo0.

b) Montrer que f.f’ est intégrable.

Exercice 26 [ 03901 ] [correction]
Soit f : [0, +0oo[ une fonction continue de carré intégrable. Montrer

[ s = _o(va)

r—+o0

Calcul d’intégrales

Exercice 27 [ 00666 ] [correction]
Calculer les intégrales suivantes :

o[ wriirm V) @iy of w(ve) e

+oo T Int
d Vit / T dt
A o)y o
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Exercice 28 [02350] [correction] b) Etablir
Calculer les intégrales suivantes : T gmw g2
I= —dx
) o /ﬂo dt /+OO tnt ) En séparant cette derniére i t'o 1 dx b
a —_— c¢) En séparant cette derniére intégrale en deux, observer
0, vet L o (P+1)? )
> Int S
d) / / I=lim [ “—da
1 t2v/1 + t2 0 t e—0 J, x
puis donner la valeur de I.
Exercice 29 [ 00667 ] [correction]
Calculer les intégrales suivantes : Exercice 33 [00676 ] [correction)]
a) Justifier I'existence de
+oo —/t w/2 1 400 ;3
e . . Int sin® ¢
a) —dt b) / sinzIn(sinz)dx «c) / dt I= dt
0 Vit 0 0o V91—t 0 t?
d) /+Oo _ dz e) /+Oo vita-1., £) /+oo wdx Pour z > 0, on pose
o, (x+1)Vx 0 (1 + ) 0 z(1 +x)2/3 +oo sindt
) /27r dx h) /271' sin2(x) d ) /1 rdx I(.T) = 2 dt
= el e, PO o
& o 24 cosz o 3cos?(x)+1 o V1o — 12 ’

b) On rappelle sin 3a = 3sina — 4sin® a. Etablir que

I(z) = 3 (% sint gt
Exercice 30 [oo0670] [correction)] (x) = 4 2
x
a) Calculer o
+oo 4t c¢) En déduire la valeur de I.
J =
[ i

b) Etablir Exercice 34 [00673] [correction)]

+oo gy +oo 42 gy [Intégrales d’Euler]

I = = O
/O 1+t /0 1+t " pose /2 /2

c) En factorisant 1 + #* déterminer la valeur de I. I= /0 In(sin) dt et J = /0 In(cos ) dt

Montrer que les intégrales I et J sont bien définies et égales.

Calculer I + J et en déduire les valeurs de I et J.
Exercice 31 [03237] [correction]

Justifier et calculer
/ too dt Exercice 35 [00675] [correction)]

o (LF2)(1+it) Soit f : R — R une fonction continue telle que
wgr_{loof(x)zﬁeR hm flz)=0€R

Exercice 32 [o00672] [correction] Justifier I'existence et donner la valeur de
a) Justifier 'existence de too
1
t—1 —
1= [l [ e - s
o Int e
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Exercice 36 [01334] [correction]

Soient (a,b) € R? avec a < b et f € C°(R,R) admettant une limite finie £ en —oo

et telle que fOJrOO f existe.
Justifier 'existence, puis calculer :

+oo
/ (Fla+2) - f(b+2)) da

— 00

Exercice 37 [00677] [correction]
Existence et valeur de

—+o0
arctan(2z) — arctanx
/ (22) d
0 x

Exercice 38 [01333] [correction]
Calculer
/ +oo dz
N

Exercice 39 [03375] [correction]
a) Montrer que

VeeR,e" 21+
En déduire

2 —t2 1
VteR,1-t“<e <71+t2

b) Soit n € N*. Etablir I'existence des intégrales suivantes

“+o00o R 1 “+o00 dt
I:/ e dt,In:/ (1—t*)"dt et an/ —
0 0 o (1+1t?)

puis établir

I, < < Jn

SI=

¢) On pose
/2
W, = / cos" rdz
0

Etablir
In = W2n+1 et JnJrl = W2n

d) Trouver une relation de récurrence entre W,, et W, ;2.
En déduire la constance de la suite de terme général

Up, = (n+ )W, Wit

e) Donner un équivalent de W, et en déduire la valeur de I.

Exercice 40 [00525] [correction)]
Justifier 'existence et calculer
—+oo
[= / L[] dt
0

Exercice 41 [03630] [correction)]
Soit f :]0,1] — R continue, décroissante et positive. On pose pour n € N*

Montrer que f est intégrable sur 0, 1] si, et seulement si, la suite (.S,,) est
convergente et que si tel est le cas

f()dt = lim S,

10,1] n—-4oo

Calcul d’intégrales comportant un parametre

Exercice 42 [ 00683 ] [correction]
Existence et valeur pour a > 0 de

Exercice 43 [oo0684] [correction)]
Soit @ > 0. En procédant au changement de variable u = a/t, calculer

—+oo
I(a):/ Int a
0

a? + t2
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Exercice 44 [02826] [correction] Exercice 49 [o02827] [correction]
Calculer Trouver une expression simple de
T Int d
,  t2ta ¢ / T sin? ¢ a
ot a>0. o (1 —2zcost+ 22)(1 —2ycost+ y?)

ouz,ye€l-1,1[.

Exercice 45 [00685 ] [correction]

Pour quelles valeurs de a € R, I'intégrale . .
d & Exercice 50 [02825] [correction)]

s +oo dt Existence et calcul éventuel de
W=/ wreerm

)(1 +ta) /+oo 1
dit

est-elle définie ? oo L+ (t+1ib)?
En procédant au changement de variable « = 1/t, montrer que I(a) = 7 /4.

Exercice 51 [o03s8s84] [correction)]
Exercice 46 [03628] [correction] Pour a € R, étudier I'existence et déterminer ’éventuelle valeur de
Pour quelles valeurs de a et b I'intégrale suivante est-elle définie ?

+ /*‘”dw
/ (\/f+a\/t+1+b\/t+2) at o 2*tar+l
0

La calculer lorsque c’est le cas. . .
Exercice 52 [00674] [correction]

Soient p, q¢ € R tel que p? — 4¢ < 0. Justifier et calculer

Exercice 47 [oo06s1 | [correction] too
dt
Pour a > 0, calculer -
+o0 oo PPHDpt+gq
I(a) = / (t— |t])e * dt
0
Exercice 53 [03222] [correction]
Exercice 48 [00686 ] [correction] Pour a,b > 0, calculer
Soit f une fonction continue et croissante sur R telle que lim f(z) = £. too
T—+00 dt
a) Pour a > 0, montrer que U'intégrale I(a,b) = /_ (2 + a2)(£2 + b2)
+oo
/ flx+a)— f(z)dz
0 Exercice 54 [02968] [correction)]
est définie et la calculer. Soient P et @ dans R[X], o @ ne s’annule pas sur R et deg P < deg @ — 2.
b) Calculer Exprimer fR P/@Q a laide des coefficients intervenant dans la décomposition en
oo éléments simple de P/Q.
/ arctan(z + a) — arctan(z) da
— 00

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 30 avril 2015

Enoncés 7

Exercice 55 [03916] [correction]
a) Soit z un nombre complexe non réel.
Déterminer la limite quand A — +oo de

/A dt
—A t—2z
b) Soient P,Q € R[X] tels que F = P/Q soit définie et intégrable sur R.

Pour a péle de F', on note R, le coefficient de 1/(X — a) dans la décomposition en

éléments simples de F'.
Calculer la somme des R, pour a décrivant ’ensemble des pdles de F'.

¢) En déduire
“+oo
/ F=2ir > R,

- a€P+

ot PT désigne I’ensemble des poles de F' de partie imaginaire strictement positive.
d) Soient m,n € N avec n > m. Calculer

+o0 2m
x
/ — - de
oo 14w
Exercice 56 [03977] [correction)]

a) Montrer que
+oo 5 a2
I(a) = - —])d
o [T

existe pour tout a € R.
b) Justifier que pour a > 0,

0= e (- (#+5)) (14 &)

¢) En déduire la valeur de I(a) pour a € R.

Exercice 57 [04060 ] [correction]
Soit f : [0, +o00o[ — R continue telle que 'intégrale suivante converge :

[0,

t

On se donne deux réels 0 < a < b

a) Etablir que pour tout > 0

/*mewﬂwnu/“fwdt
. t et

T

b) En déduire convergence et valeur de

[ g0,
0 4

Changement de variable
Exercice 58 [03177] [correction]
Calculer ) )
1+1¢
I= / g
o 141t4

en procédant au changement de variable t = e™7.

Exercice 59 [02509] [correction]
a) Calculer

+oo 2
1
/ +x d
o 1+a4

en effectuant notamment le changement de variable x = et.
b) En déduire la valeur de
oo dx
/0 14

Exercice 60 [ 00668 ] [correction]

Existence et valeur de
+oo
dt
I = —_—
0 (141t2)2

On pourra exploiter le changement de variable u = 1/t.

Exercice 61 [00669] [correction)]

a) Etablir
too g +o0
I= / & / Lz
o 341 o 341

b) En déduire la valeur de I.
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Exercice 62 [02824] [correction]
Existence et calcul de

/2
/ Vtan 6dé
0

Exercice 63 [ 02965 ] [correction]
Calculer

1 da 1
e |
/() Va(l —x) 0
Exercice 64 [02978] [correction]
Soit f : C(R,R) intégrable. On pose
g:zER" — f(z—1/x)

Montrer que g est intégrable sur R™* et R™ et que

/;gwmx+[fmmmdz/if

Intégration par parties

Exercice 65 [00678] [correction)]

Calculer, pour n € N|
+oo
I, = / theTtdt
0

Exercice 66 [00680] [correction]
Calculer pour n € N |

1
Inz/ (zlnz)" dx
0

Exercice 67 [00679 ] [correction]
Existence et calcul pour n € N de

7 /+°° dz
Tl T

Va(l —z)dz

f(z)dx

Exercice 68 [02555] [correction]

On consideére
Int

f:th

a) Etudier l'intégrabilité de f sur ]0,1] et [1, +o0[.
b) Calculer
1 +oo
Int Int
———dtet ——dt
[ armre | wr

Exercice 69 [00671] [correction]
Calculer

Exercice 70 [03794] [correction)]

Convergence et calcul de
o0 1
/ In (1 + t2) dt
0

Exercice 71 [03629] [correction]
Soit f : [1,+00] — R continue et intégrable. Montrer que les fonctions u et v
suivantes sont intégrables sur [1,4o00[ et que leurs intégrales y sont égales :

f(=)

T

u(x) = % /j ft)dt et v(z) =

Exercice 72 [03443] [correction)]
Soit f : [0, +0o[ — R de classe C! et vérifiant f(0) = 0. Etablir

oo, [ (10) o [ 1050

t

en justifiant I'existence des intégrales écrites.
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Exercice 73 [00665 ] [correction]
Soit v : R — R une fonction de classe C! telle que

/+OO [(1+2®)u(z)? + v/ (2)?] do < 400

— 00

a) Déterminer les limites de z — zu(z)? en +oo.
b) Etablir
—+o00 —+oo 1 —+oo
/ u/(m)Q dx/ x2u($)2 dz > 1 (/ u(g;)Q dl‘)

Exercice 74 [03990] [correction]

Existence et calcul de oo )
1
I = / ln< +t ) dt¢
t2
0

Suites d’intégrales

2

Exercice 75 [03584] [correction]
On pose

T da
In:/o 1+Inpourn€N,n>2

a) Déterminer une suite de fonctions (f,,) telle que

1
I, = /0 Folt)dt

b) Déterminer deux réels a et b tels que

b 1
I,=a+—4+o0(— ] quand n — 400
n n

Exercice 76 [oo6s2 ] [correction)]

On pose
7 - / T __dz
o (rah
a) Calculer Jp.

b) Former une relation de récurrence engageant J,, et Jyy1.

c¢) Etablir qu'il existe A > 0 tel que

Exercice 77 [00157 ] [correction]
Pour n € N*, on pose
—+o0
t—|t
U, :/ 4 dt
0 t(t+n)

ou [t] représente la partie entiére de t.
a) Justifier la bonne définition de la suite (up,)n>1-
b) Montrer que pour tout A > 0

Aa— L[ Mty Atnp 4
At(t—&-n)dt_n(/o t dt_/A t dt)

En déduire une nouvelle expression intégrale de u,,.
¢) On pose

Up, = MUy,
Montrer la convergence de la série de terme général
1

Up — Un—1 — %

d) En déduire un équivalent de w,,.

Exercice 78 [02446] [correction)]
a) Soit f € C'([a,b],R). Déterminer les limites des suites

b b
(/ f(t) sin(nt) dt) et (/ f(¢) cos(nt) dt)

b) Calculer, pour n € N*,
/’T/2 sin(2nt) cost gt
0 sint
(on procédera par récurrence)
¢) En déduire

+0o0o i
sint
/ sinf g
0 t

d) Etudier la limite puis un équivalent de

/2
(/0 In(2sin(t/2)) cos(nt) dt)
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Intégrales seulement convergentes

Exercice 79 [02346] [correction]
[Intégrale de Dirichlet]
Justifier la convergence de 'intégrale suivante

+oo ;
sin ¢
/ sin dt
O t

On peut montrer que celle-ci est égale & m/2 mais c’est une autre histoire. . .
Exercice 80 [02383] [correction]
[Intégrale de Dirichlet]
+oo 3 o0
sint 1 —cost
[ [,
0 t 0 t

Etablir
o0 sint oo /sint 2
/ RUL / () at
0 13 0 3

On peut démontrer que cette valeur commune est 7/2 mais c’est une autre
histoire. . .

puis

Exercice 81 [o03178] [correction]

Soit f : [0, +0o[ — R une fonction continue par morceaux, décroissante et de
limite nulle.

Montrer la convergence de l'intégrale

“+oo
/ F(t)sin(t) dt
0

Exercice 82 [03334] [correction]
La fonction z — [ sin(e’) d¢ admet-elle une limite en +o0o ?

Exercice 83 [00694 ] [correction]
[Intégrales de Fresnel]
Montrer la convergence des deux intégrales suivantes

+oo —+oo
/ cos(?) dt et / sin(t?) dt
0 0

Exercice 84 [02421] [correction]
Convergence de

+oo
/ it dt
—0o0

Exercice 85 [03414] [correction]
Trouver un équivalent en 400 de

Exercice 86 [00691 ] [correction]
Pour x > 0, on pose

flx) = /OI ot qt = /Om cos(tQ) dt +i/0w sin(tz) dt

a) Montrer
. 2 -2
e —1 1 [Tet —1
=— 4+ = —dt
f@)=—n—%5 ) =&
En déduire que f admet une limite notée A\ en +oo.
b) On pose g(z) = A — f(z). Montrer que pour > 0

1 +oo eit2 eizg
- Cdt—
2 /w 2 iz

¢) Montrer qu’au voisinage de +00

g()

Exercice 87 [00695] [correction]
Soit f : [0, +00] = R continue. On suppose que I'intégrale suivante converge :

/O - Ft)dt

1 T
lim — d
im /0 tf(t)de

r——+oco I

Calculer
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Exercice 88 [03631] [correction]
Soit f : [1,+00[ = R continue. Montrer

oo T f()
/ f(t)dt converge = / e dt converge
1 1

Exercice 89 [o02378] [correction)]
Soit f : [0, +oo[ — R continue et o > 0. Montrer

e Q)
/ f(t)dt converge = / dt converge

Exercice 90 [00696 ] [correction]

Soit f : [0, +00[ — R continue.

On suppose que pour sg € R, l'intégrale fOJrOO f(t)e ®0t dt converge.
Montrer que l’intégralefo+oo f(t)e=st dt converge pour tout s > sg.

Exercice 91 [03900] [correction]

Soit f : [a,+oo[ — R avec f de classe C!, décroissante et de limite nulle en +oo.

Soit g : [a, +0o] — R continue telle qu’il existe M € Rt vérifiant

Va € [a, 400,

/ g(t) dt’ <M

Montrer la convergence de l'intégrale suivante

+oo
/ F(B)g(t) dt

Etude d’intégrales dépendant d’un parametre

Exercice 92 [o00688 ] [correction]

On pose pour
oo dt
fla)= /1 o1

a) Pour quelles valeurs de a, 'intégrale définissant f(a) existe-t-elle ?

b) Montrer que la fonction est décroissante et de limite nulle en +oo.

Exercice 93 [o00687] [correction]
[Fonction I" d’Euler]
Pour z > 0 on note

+oo
I(z) = / t*le~t dt
0

a) Montrer que cette derniére intégrale est bien définie pour tout = > 0.
b) Justifier

Ve>1,T(z) =(x - 1I'(z - 1)

et calculer I'(n) pour n € N*.

Exercice 94 [ 00689 ] [correction]
a) Pour quelles valeurs de x, l'intégrale

est-elle définie ?
b) Etudier la monotonie de f.
¢) Calculer

f@)+ f(x+1) pour z > 0

d) Déterminer la limite de f en 400 ainsi qu'un équivalent.
e) Déterminer la limite de f en 0% ainsi qu'un équivalent.

Exercice 95 [ 00692 ] [correction]
Soit ¢ : Rt — R une fonction de classe C* intégrable.
a) Soit A > 0. Montrer

r—+00

/A ©(t) cos(zt) dt —— 0
0

b) Montrer

/+OO o(t) cos(zt) dt — 0
0

r—+00
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Intégrales fonctions des bornes

Exercice 96 [ 00690 ] [correction]
Pour x > 0, on pose

a) Montrer que F(x) est bien définie pour tout x > 0.
b) Etablir que F est de classe C* sur R et calculer F’(x).
¢) Montrer

lim zF(x)=0et lim zF(x)=0

T—+00 z—0+

d) Sans exprimer F'(z), justifier 'existence et calculer

/O+OO F(z)dz

Exercice 97 [ 02879 ] [correction]
a) Donner la nature de l'intégrale

+oo ;
sint
/ st g
O t

T gint
f(z) Z/x Tdt

b) Montrer que f est de classe C! sur R et exprimer sa dérivée.

¢) Calculer
+oo
/ f@t)dt
0

On pose pour tout réel x

Exercice 98 [00281 ] [correction]
Pour tout « € [1, +00[, on pose

F(z) :/1 \/%dt

a) Montrer que F est bien définie, continue sur [1,+oo] et de classe C* sur
1, +oo[. Exprimer F'(x).

b) Etudier la dérivabilité de F en 1. Préciser la tangente au graphe de F' en 1.

c¢) Etudier la limite de F' en +o0.

d) Justifier que F réalise une bijection de [1,4o00[ sur un intervalle & préciser et

que F~! est dérivable sur |0, +oo] et solution de Iéquation différentielle

yy' = Vyd -1

e) Etudier la dérivabilité de F~! en 0.

Exercice 99 [02348] [correction]

a) Justifier que
Gla )—/y =y,
W=yttt o)

oll [t] représente la partie entiere de ¢, est définie sur (RT*)2.

b) Montrer que G(z,y) tend vers une limite G(z) quand y tend vers +oo.

¢) Montrer que

VnEN*,G(my):i(/Ont_t[t]dt—/yy+nt_t[t]dt>

d) On note H(n) = nG(n); montrer que la série de terme général

1

H(n)—H(n—l)—%

converge et en déduire un équivalent de G(n).

Intégration des relations de comparaison

Exercice 100 [ 03892 ] [correction]
Déterminer un équivalent quand x — +o0o du terme

+oo e
e " dt
x

Exercice 101 [03893] [correction)]
Déterminer un équivalent quand x — +o0o du terme

+oo —t
/ Cat
- t
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Exercice 102 [03894 ] [correction]
Déterminer un développement asymptotique a trois termes quand x — +oco de

I’expression
xT et
/ a
1 t

Exercice 103 [ 04059 ] [correction]
Soit f : [0, +0o[ — R une fonction continue. Pour 0 < a < b, déterminer

bx
lim & dt

=0t Jon

Exercice 104 [ 04067 ] [correction]
Déterminer un équivalent quand x — +o0o de

/ vode
e Int
Exercice 105 [ 04068 ] [correction]

a) Justifier
TIn(t+1 1
1 t z—+00 2

b) Etablir qu’il existe C' € R telle que

/ n(t+1) 4 _ 5 (Inz)* + C + &(x) avec e(z) ——— 0
1

t T—+00

¢) Déterminer un équivalent de la fonction € en +o00

Exercice 106 [ 04075 ] [correction]
Soit f : [0, +oc[ — R** de classe C! et non intégrable. On suppose

7@, = o/,
1), = o [ r0a)

Montrer
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Exercice 1 : [énoncé]

On notera f la fonction intégrée et I I'intervalle d’étude, a chaque fois f s’avere
continue par morceaux sur I.

a) I =10,1[, f(t) N = donc f n’est pas intégrable au voisinage de 1 et puisque
de signe constant, l'intégrale étudiée diverge.

b) I =10, +oc0[, Vtf(t) P 0 et t2f(t) T 0 donc f est intégrable et

“Intetdt converge.

0
¢) I =10,400], Vif(t) — 0 et t3/2f(t) ——— 0 donc f est intégrable et
t—0+ t——+o0
Jo oo tl;‘fl dt converge.

d) I =10,4+0c0[, f(t) N % et tY3f(t) P 0 donc f est intégrable et

I B b comverge
b e t3/2f( ) ﬁ 0 et |t|3/2 £t t—) 0 donc f est intégrable
—— 00

+o00 In(14+¢2) d¢
et [M T converge.

f)I= ]0, +o0l, sin & t% et sin ;5 est bornée au voisinage de 0 donc f est

intégrable et f0+ sin 3z dt converge.

Exercice 2 : [énoncé]
On notera f la fonction intégrée et I I'intervalle d’étude, a chaque fois f s’avere
continue par morceaux sur I.

a) I = [0, +o0], 2

B 1=103l VEF() pp Oet s = B
et Jo s

) I = ]O +OO[, ﬁ ;\E)+ 1
de plus cette fonction est positive, on peut affirmer _due Iintégrale diverge.

d) I = ]O,+OO[, f(t) — 3y 0et t2f(t> _ eZlnt (Int)? _ e1nt(2 Int) 0 donc f
t—0+ t—+o00

+00 te”

ST gt converge.

f(t) —+> 0 donc f est intégrable et [

ﬁ donc f est intégrable

= dt converge

L donc f n’est pas intégrable au voisinage de 0. Puisque

est intégrable et [;7° e~ d¢ converge.

e) I =[0,+o0f, > f(t) = > t-tarctant P 0 donc f est intégrable et
—
+oo

o e taretantde converge.

f) I =10,400].

Quand t — 400,

[ 4 1 2 1 2
H=t+2—t/1l+-4+==t+2—-t(1+=
f@t) + +t+t2 + (+t+2t t2

f n’est pas intégrable en +o0c0. Puisque de plus cette fonction est positive, on peut
affirmer que I'intégrale diverge.

01/t ~ 2

Exercice 3 : [énoncé]
a) La fonction f est définie et continue par morceaux sur |1, +oo|.

Quand z — 17,
V=1 1

@)~ I =
et quand z — 400
Vinx 1
f@) ~ 372 9\ o001

donc f est intégrable sur |1, +o0.
b) Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz
/ 3 Vinz
2 (

e ([ e ([%e)

En calculant les intégrales introduites
3 1/2 1/2
1 1 1 1
/ _Vinr o <1 - > ( [(n3)? — (1n 2)2D < s
y (z—1)x 2 2 2

Exercice 4 : [énoncé]

La fonction f : ¢t + In(tht) est définie et continue par morceaux sur ]0, +00[.
Quand t — 0T, tht ~ ¢ — 0 7é 1 donc In(tht) ~ Int puis v/#In(tht) ~ v/Int — 0.
Quand t — +oo, tht =1 — 2t+1 donc In(tht) ~ —2e~2 puis #2 In(tht) — 0.

On en déduit que f est intégrable sur ]0, +-o00l.

dx

N

Exercice 5 :
On a

[énoncé]

/ [sint| dt = Z/ [sint| dt :n/ sin(t) dt = 2n — 400
0 - 0
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et donc ¢ — sint n’est pas intégrable sur [0, +o0l.
La fonction ¢ — 2t
qu’on considere pour étudier son intégrabilité sur [0, +ool.

/”7r |sin ¢| gt — Z/ |smt|

/k’r |sin | d> /l€7T |sin ] > 2
(k—1)m t (k—1)m km km

Or pour k > 1,

donc

Exercice 6 : [énoncé]
La fonction f est définie et continue sur ]0, 1].
Pour z € ]0, 1], on peut écrire

f(x):/le—l / dt /

D’une part, la fonction ¢t — ¢ t
intégrable sur |0, 1] et par suite la fonction

xT t*].
x»—>/ ¢ dt
1 t

est intégrable sur ]0, 1] car converge quand x — 0F.

D’autre part, il est bien connu que la fonction x — Inx est intégrable sur ]0, 1].

On en déduit que f est intégrable sur |0, 1].

Exercice 7 : [énoncé]
Pour a = 2% avec a > 0 on obtient

1 1
0 fla) S 5o+ o
En prenant o = 2/3,
2
0< f(x) < W

et done, par comparaison de fonctions positives, f est intégrable sur [1, +o0l.

est prolongeable par continuité en 0 et c’est ce prolongement

se prolonge par continuité en 0, elle est donc

Exercice 8 : [énoncé]
Puisque |g| < | f|, I'intégrabilité de f entraine celle de g.
Inversement, supposons g intégrable.

On a
n—1 (k+1)7r
()] dt = /
fena=3

avec par décroissance de f

(k+1)
/ f)dt < wf(kn)
k

s

Parallelement

kT T
/ £(8)] sin(8)] dt > f (k) / sin(t) dt = 2f (k)
( 0

k—1)m

donc
(k+1)7m T km
[ smar<d [ g i) ar
km 2 (k—1)m
Ainsi
nm T (n—1)7
[ reras [ was [T ol a

0 0 0

et donc

nm T —+o0
A Wm&<4f®&+4 9(1)] dt

On peut alors affirmer que les intégrales de |f| sur les segments inclus dans
[0, +o00[ sont majorées ce qui signifie que la fonction f est intégrable sur [0, +o0].

Exercice 9 : [énoncé]
Soit q € ¢, 1]. Tl existe A € RT tel que

flz+1)
= A, <
wEA T S
et donc
Vo> A, f(o+1) < of (@)
On a alors

A+4n n—1 LA41 n—1 LA41 A+1 n—1
/ F(#)dt = Z/ F(t+ k) dt < Z/ & F (1) dtz/ FOS ¢t
k=0

A k=074 k=0
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et donc

A+n 1 A+1
/ fdt< —— [T fwydar=um
A 1-qJa

On en déduit que les intégrales sur [A, A 4+ n] de la fonction positive f sont

majorées et donc f est intégrable sur [A, A 4+ oo puis sur [0, +o0].
L’intégrale étudiée est donc convergente.

Exercice 10 : [énoncé]
f est évidement dérivable sur |0, 1] avec

f(z) = 2z cos (;) + %Sin (;2)

M = T cos (1> —0
2?2 ) z—ot

T

et puisque

f est aussi dérivable en 0 avec f/(0) = 0.

La fonction z — z cos (1/2?) est intégrable sur ]0, 1] car bornée.

En revanche, la fonction g : z + sin(1/2?)/x n’est pas intégrable sur |0, 1]. En
effet, par le changement de variable C* bijectif ¢t = 1/22, I’ intégrabilité de g sur
10, 1] équivaut a l'intégrabilité sur [1,4+oo[ de

t — sin(t)/t et cette derniére est connue comme étant fausse.

On en déduit que f’ n’est pas intégrable sur ]0,1].

Exercice 11 : [énoncé]
a) Soit F' une primitive de la fonction continue f. On a

(F(z) = F(0)) —— F'(0) = f(0)

z—0t

g(w) =

8

Ainsi on peut prolonger g par continuité en 0 en posant g(0) = f(0).
b) Soit F une primitive de f (il en existe car f est continue).
On a

c¢) Par intégration par parties

b b
/ )t = [tg?(1)]" 2 / g/ (£)g () dt

donc
b

b
/ 2ty dt = [tg?()])" — 2 / (F(t) — g(t)) g(t)

a

puis la relation proposée.
On en déduit par I'inégalité de Cauchy-Schwarz

b b b
/92(t>dt<2\// f2(t)dt\// g%(t) dt + ag*(a)
b b b
/ g%)dt# / f“'(t)dt\/ | ¢ <ot

en ajoutant un méme terme de part et d’autre

\//ang(t)dt—\/Lbe(t)dt 2 <ag2(a)+/abf2(t)dt

puis par la croissance de la fonction racine carrée

puis

\//abg%t)dt\//abf?(t)dm Wabg%t)dt\//:f?(t)dt <\/a92(a)+/abf2(t)dt

et enfin

\//:92@) dt < \//Obf2<t)dt+\/a92(a)+/Obf2(t) dt < \//Om fQ(t)dt+\/agQ(a)+/0+

d) En faisant tendre a vers 0, on obtient

b “+o00
¢ / gzwdtg# [~ row

et on en déduit que la fonction g2 est intégrable sur RT car les intégrales de g2 sur
les segments inclus dans R sont majorées.
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Exercice 12 : [énoncé] pour conclure.
a) Introduisons F la primitive de f s’annulant en 0. Quand x — 0 On peut déja affirmer que F?(x)/z admet une limite finie £ en +oco car les deux
intégrales partielles de I'expression précédente convergent. Si cette limite n’est pas
g(x) = F(z) _ F(z) — F(0) — F'(0) = £(0) nulle alors
x x 9 F2(z) 1 ¢
g (z) = X =~ —
La fonction g est donc prolongeable par continuité en 0. r Lo
Par intégration par parties et donc g% n’est pas intégrable.
On peut donc conclure que la limite ¢ est nulle.
A 1 A A
/ ¢*(z)dz = [—xFQ(x)} + 2/ g(z)f(z)dx
} c c Exercice 13 : [énoncd]
Quand € — 0, a) Par intégration par parties
2
L(5)=@><F(5)—>0 v x
€ € / f()?dt = f'(z)f(z) = f'(0)£(0) - / f@) 1 () dt
et donc 0 0
4 2 F2(A) A e "o Los ) 3 . "o s ,
/ ¢ (x)de = — + 2/ g(x)f(z)da Puisque f et f” sont de carrés intégrables, la fonction ff” est intégrable.
0 A 0 Puisque f’? est positive, I'intégrale partielle

Par suite

/OA *(z) de < 2/0A o(2) f(z) dz /0 (1) at

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz converge ou tend vers +o0o quand x — +00.
Dans les deux cas

A 2 A A . .
( /0 g <w>dx> <4</0 g <x>dl’> ( /0 ! <~’C>dx> Fl(@) f(x) = £(0)£(0) + /0 F1(t)?dt+ /O F) £ () dt

et que le premier membre soit nul ou non admet une limite quand x — +o0.
Or

( I 92<x>dx> < ( [ rw dx> <i( [T rwa) | rosoa =3 (@ - s0)

donc si f/(z)f(x) ne tend par vers 0 quand x — 400, U'intégrale précédente

On en déduit que g2 est intégrable et I'inégalité proposée. diverge et donc
b) Puisque lf(x)Q = +oo
[fal < (f? +9°)/2 2
ce qui est incompatible avec I'intégrabilité de f2 sur R.

la fonction fg est intégrable et en vertu de l'intégration par parties précédente, Alnsi
insi
f@)f(@) ——0

:2/0 g(t)f(t)dt—/o g*(t) dt o400

et on en déduit que f’ est de carré intégrable sur RT et

F2()

Il suffit alors d’établir

+o0 +oo
1 (1\2 _ ! _ "
0 / ()2 dt = £(0)£(0) / 17 (8) dt
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L’étude sur R~ est identique avec

0 0
[ £t dt = —1(0)£(0) + / £ (¢) dt

frr== [

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz

()= (L) (L)

b) Par ce qui précede

Exercice 14 : [énoncé]

a)

1 1
ta(t — 1) 51+ (£ — 1)P
et
1 1
t(t — 1)b t—o+oo tatd
Donc t — ﬁ est intégrable sur [1, +oo[ si, et seulement si, b <1 et a+b> 1.
b)
t*sib>0
t .
~ {t/281b=0
14+ t° ¢—o+ b
t*7’sib<0
et
s t2=b sib>0
12 sib=0
Tt | e §ib<o

Donc t +— 13_% est intégrable sur [0, +oo] si, et seulement si :
danslecasb>0:a>—-leta—b< —1.

dans le cas b = 0 : jamais
danslecasb<0:a—b>—-1leta< —1.

©)

e sib>0

tre—t e
T8 00 Tr B g | L/2 s10=0
—+ t—0 + t—0 taib §ib<0

et

Donc t +— tlaj—;bt est intégrable sur [0, +oo] si, et seulement si,
(a>—-1letb>=0)ou(a—b>—-1letb<0).

Exercice 15 : [énoncé]

Posons f(t) = 1/(t*(Int)?) continue positive sur [e, +oo|.

a) Si a > 1 alors en introduisant v € |1, o on a t7 f(¢) P 0 donc f est
—+o0

intégrable et fe+°° f(t) dt converge.

b) Si @ =1 alors
/:1: dt B /lnz dl
. t(nt)s ), wf

donc fc+oo f(t)dt converge si, et seulement si, 5 > 1.
. t o tlfcx
c) Sia< 1 alors 0P — 0P 15to0

Vt}A,m > % On a alors

r dt Todt
—_— > — =Inz—-—InA — +0
A to‘(lnt)ﬁ A t T—r—+00

400 donc il existe A > e vérifiant

et donc f:oo f(t)dt diverge.

Exercice 16 : [énoncé]

f it =380E est définie et continue sur ]0, +o0o|.

Quand t — 0, f(t) ~ ga=s donc fol f(t)dt est définie si, et seulement si, @ —3 < 1
ie. a<4.

Quand t — +oo, f(t) ~ t‘l%l donc f;roo f(t)dt est définie si, et seulement si,
a—1>1ie a>2.

Finalement f0+°o t_ts(intdt est définie si, et seulement si, « € |2,4].

Exercice 17 : [énoncé]

a) L’intégrale étudiée est bien définie pour a > —1 en tant qu’intégrale d’une
fonction définie et continue sur le segment [0, 7/2]. Par le changement de variable
proposé, qui est C! strictement monotone, on obtient

/”/2 dt B /+°° dz
o  l4asin®(t) Jo 1+ (1+a)z?

En considérant u = z+/1 4 a, on détermine une primitive de la fonction intégrée

—+oo

oo dz 1
= arctan (v1 +
/O 1+ (1+a)2? L/l—i—a retan (V1 +az) .
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dt B T
2y/T+a

/2
/0 1+ asin?(t)

b) Par la symétrie du graphe de fonction sinus en 7 /2, on peut directement
affirmer

/’T dt _, /”/ 2 dt
o 1+ (nm)esin?(t)  ~Jy 14 (nm)sin?(2)

Le calcul qui précéde donne alors

/7r dt B T pl-a/2
o L+ (nm)esin®(t)  /1+ (nm)e no/2

Par équivalence de séries a termes positifs, la série étudiée converge si, et
seulement si, o > 2.
¢) Pour t € [nm, (n+ 1)7], on a

1+ (nm)*sin?(t) < 1+ t*sin?(t) < 1+ ((n 4 1)7)%sin’(2)
Puis en passant a l'inverse et en intégrant, on obtient ’encadrement

dt

(n+1)7 dt (n+1)7 dt (n+1)7
J <. <.

1+ ((n+ 1)m)sin?(t) 1+ tosin?(t)

Par comparaison de séries a termes positifs, la convergence de la série étudiée

équivaut a la convergence de la série précédente. La condition attendue est donc

encore o > 2.

d) Les sommes partielles de la série étudiée ci-dessus correspondent aux intégrales
dt

suivantes
nm
/0 1+t sin?(t)

La fonction intégrée étant positive et la suite de segments [0, n7| étant croissante
et de réunion R, la convergence de l'intégrale proposée entraine la convergence
de la série et inversement. On conclut que l'intégrale étudiée converge si, et
seulement si, a > 2.

1+ (nm)esin?(t)

Exercice 18 : [énoncé]
Puisque f est de classe C! et que f’ est intégrable sur [0, +o00|, on a

—+oo

fx)— £(0) = / “pwydt—— [ pwya

Tr—r+o0 0
Ainsi la fonction f converge en +o0.
De plus f est intégrable sur [0, +o00], la limite de f en 400 ne peut alors étre
autre que 0.

Exercice 19 : [énoncé]
Par I'inégalité

ab < = (a® +b%)

N =

on peut affirmer
1
<5 (24 17)

et assurer que la fonction ff’ est intégrable sur [0, +o0o[. Or

(f(2))?

DO =

/ Crr@de =

donc f? converge quand x — +o00. Puisque la fonction f2 est intégrable sur
[0, +00[ et converge en +00, sa limite est nécessairement nulle et donc f = 0.
o0

Exercice 20 : [énoncé]
Par la relation de Chasles

/:Hf(t)dt:/Ox+1f(t)dt—/()xf(t)dt

donc, quand x — +o0,

/;H F(t)dt — /0+°° £t dt — /m (1) dt

0

Exercice 21 : [énoncé]
a) Pour z > 1, la décroissance de f donne

x+1 x
/ F(Hdt < f(2) < / s

/:H F(t)dt = /Om Ft)dt — /wa(t) dt

et puisque l'intégrale de f sur [0, +o0o[ converge

/.’L‘-{-l
T

Or

400

fa—— |

+o0
£(t) dt—/o f)dt =0
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Aussi .
/ ft)ydt ——0
-1

r——+o0

et donc par encadrement

f(x)mo

b) La fonction f est positive car décroit vers 0 en 400 et

o
N
|8

fl@) < f)dt ——0

17/2 Tr— 400

ce qui permet d’affirmer
xf(x) —— 0

T—r+00

¢) Soit f la fonction définie sur R par :

Ve e [0,2[, f(z) =0

et
n’t site [0,1/n?]
Vn € N\ {0,1},Vt € [0,1[, f(t+n) = (2/n* —1t) site [1/n?2/n?]
0 sinon

f est continue sur R et

/f t)dt = Z/k“ t)dt =

Puisque la suite ([0,7]),,cy est une suite croissante de segments de réunion R* et
que f est positive on peut affirmer que f est intégrable sur [0, +oo].

Exercice 22 : [énoncé]
Par la décroissance de f, on a

2z

fOa<af@ <2 | fea

z z/2

Or par convergence de l'intégrale

r—+o0

2z 2x x
fdt= [ £ dt—/ F(#)dt —— 0
0 0

x

et de méme

/x fit)ydt —— 0

;c/2 xr——+00

On en déduit par encadrement

Exercice 23 : [énoncé]
Montrons pour commencer

Ve > 0,YAEeR"Y 3z > A, |af(z)| <

Par l’absurde, supposons qu’il existe € > 0 et A € Rt vérifiant
Ve z A |zf(x)] > e

on a alors au voisinage de 400
€
[f(z)| = —

ce qui est contradictoire avec I'intégrabilité de f.
Sachant

Ve >0,VAeRY 3z > A, |zf(x)] < e

on peut construire une suite (x,,) solution en prenant e =1/(n+1) >0, A=n et
en choisissant x,, vérifiant

T Znet v, f(z,) <1/(n+1)

Exercice 24 : [énoncd]

On peut prendre f nulle sur [0, 1], puis pour chaque intervalle [n,n + 1] avec

n € N*, la fonction f affine par morceaux définie par les nceuds f(n) =0,
fn+25)=n, f(n+3)=0et f(n+1) =0 ce qui définit une fonction f positive

. . +1 S . )
continue vérifiant [ f = - et donc intégrable sur R* bien que non bornée.

Exercice 25 :
a) On a

[énoncé]

@) = 1) + / " ar

donc f/(z) admet une limite finie £ quand = — +o0.
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Si £ > 0 alors pour x assez grand f'(z) = ¢/2 puis f(x) > x/2 + m ce qui
empéche la convergence de O+OO f()de.

Si £ < 0 on obtient aussi une absurdité. Il reste donc £ = 0.

b) Puisque la fonction f’ est continue et converge en +oo, cette fonction est
bornée et donc ¢ — f(t)f(t) est intégrable sur [0, +o0].

Exercice 26 : [énoncé]
Soit € > 0 et A € [0, 400 tel que

+oo
/ () dt < £

A

1 /® I L
ﬁ/o f(t)dt_ﬁ/o f(t)dt+ﬁ[1f(t)dt

D’une part, par 'inégalité de Cauchy Schwarz

/:f(t)dt’ < \//jldt\//:ﬂ(t)dtge\/:?

D’autre part, pour x assez grand

/OA FA)dt

’\}E/Omf(t)dt‘ <2

2 _ o
NZ VI

Ainsi, pour x assez grand

Exercice 27 : [énoncé]
On notera f la fonction intégrée et I l'intervalle d’étude, a chaque fois f s’avere
continue par morceaux sur /.
I= t
a) I =10, +oof, f(t)

~ %, donc f est intégrable et I'intégrale étudiée converge.
oo dt teo ] 1 t+17%
/ 7:/ dt—[ln+] =In2
o (E+1)(t+2) o t+1 t+2 t+2],
b) I = [0, +ool, t2f(t) P 0, donc f est intégrable et 'intégrale étudiée
—+00

converge.
/+°° dt _ /+°° du 1
o (erH+Dlet+ ) u=e Sy  (u+1)2 2

— Y~ 1 L re 4z
c) I =10, +oo], Vif(t) = 0et f(t) o P donc f est intégrable et l'intégrale

étudiée converge.

+oo 1 2 —+oo oo 2dt
/E ln<1+tQ>dtIPP[tln(l—i—l/t)]o +/0 T

L’intégration par parties est justifiée par deux convergences.

d) I =[0,+oo], t2f(t) P 0, donc f est intégrable et I'intégrale étudiée
— o0

converge.

+oo —+o0 too +oo
/ e Vidt = / Que du = [—2ue*“]0 +/ 2 Udy = 2
o u=vi Jo PP 0

L’intégration par parties est justifiée par deux convergences.
e) I =10,+oo], Vtf(t) o 0 et t3/2f(t) P 0 donc f est intégrable et
t— —+0o0

I'intégrale étudiée converge.

+o00 +oo too
/ Int q = / Inl/u du:/ Inu du
o Q412 w=11t)y w1+ 1/u)? o (u+1)2

+oo
/ LA P
o (1+1)?

donc

Exercice 28 : [énoncé]
On notera f la fonction intégrée et I 'intervalle d’étude, a chaque fois f s’avere
continue par morceaux sur I.

— 2 P too _ dt
a) I =[0,+oo|, t2f(t) pa— 0, donc f est intégrable et [ e converge.

tooqt teo 94q —1]%> 2+1
/ = / e [m“ } V2T =2In(1 + v?2)
o Vet+lu=vegi)yz uw?—1 u+1] s V2-1

— 2 sz +oo d¢
b) I =[1,4o00], t*f(t) m) 0, donc f est intégrable et fl S converge.

oo qr [t adt 2 2du u—11" e+1
1 sht 1 et—etu=et f, wu2-1 u+1 e—1

€

— 2 . 4,
¢) I =10,400[, f(¥) = 0 et t2£(t) P 0 donc f est intégrable et

+00  ¢Int
In iz dt converge.

T tnt oo Inl/u T _ylnu
dt = — _du= — du
o (412 u=1/t )y uwd(141/u?)? o (u?P+1)2
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donc

T tint
————dt=0
/0 (t2+1)2

— 2 S too  dt
d) I =1[1,40c0[, t*f(t) P 0, donc f est intégrable et [ Ui converge.

/+°° dt / B /+°° 4dx B /+°° 4du
1 V 1+¢2t= th argsh 1 Sh € argsh 1 (ez - 6—1)2 u=e* J14+v2 u(u - 1/“’)2

donc

2-1

4udu _[ 1 r_oo _o 1 B
—1)? 2lihvs (V24121

1—u

[ L

e) I =10,1], >3 f(t) Tor 0 donc f est intégrable et fo lnt dt converge.

Int !
/n—dt = /4lnudu:[4ulnu—4u]é:—4
0 VvVt u=viJo

Exercice 29 : [énoncé]
a) f:t— e:f\f est définie et continue sur |0, +ool, f(¢) > % et t2f(t) —— 0

t——+oo

donc f est intégrable et 'intégrale étudiée converge.
Via le changement de variable u = v/t

“+oo
I:2/ e “du=2
0

b) f: x> sinzIn(sinz) est définie et continue sur |0,7/2] et f(z) — 0 donc f
T—

est intégrable et I'intégrale étudiée converge.
Via le changement de variable t = cosx

1 1
I:%/ ln(l—xQ)dm:%/ In(l—2)+In(l+2z)de =In2-1
0 0

. Int 2 . .
c) f:t— i est définie et continue sur 10,1, Vtf(t) P 0et f(t) Py 0 donc

f est intégrable et 'intégrale étudiée converge.
Via le changement de variable u = /1 —¢

0 1
I:—/ 21n(1—u2)du:/ 2In(1 — u?)du
1 0

Or fol In(1 —u?)du = fol In(1 — w)du + fol In(1+u)du =2In2 — 2, donc

I=4In2-4

d) f:ax— m est définie et continue sur |0, +o0[, f(x) . —s €t

flx) ~ TTl/S donc f est intégrable et I'intégrale étudiée converge.
N P

—4o0

Via le changement de variable t = ¢/z,x = t3, dz = 3t dt.

/+oo /+oo 3t2dt 3/+oo tdt
0 (x+1f (t3+ 1)t o t+1

puis

+oo t+1 2t —1
/ L = {ln L + \/garctan :| = —
0 ( Jz t 0

x+1)3

z(1+x)

2_¢+11 V3

e) f:ax— Y21 ogt définie et continue sur |0, +oof, f(x) . 3 et
rT—r

flz) ~ le/z donc f est intégrable et 'intégrale étudiée converge.

r—+00

Via le changement de variable t = /1 +z,z = t? — 1, dz = 2tdt.

(142)'/3-1

) frxm S

—+o0 _ “+oo _ +oo
/ wdwz/ L%dt:/ 2dE o9
0 z(1+x) 1 ( 1

2 — 1) t(t+1)

est définie et continue sur 0, 4+o00[, f(z) —— % et
x

—0+

flx) ~ # donc f est intégrable et I'intégrale étudiée converge.

r—r+00

Via le changement de variable ¢ = (1 +x)Y/3,z =3 — 1, dz = 3t2dt.

+o0 1/3 _ +o00
/ (1+2) L 3/ dt
0 z(1 + x)2/3 1 tP4t+1

or

+ o0
~/1

donc

g) Par 27 périodicité,

d¢ — {2arctan 2t+1]+00_ T
2+t+1 V3 V3 1, 3v3
+o0 1/3 _
/ (1+=x) ldle
o w(l+a)?3 V3

2m
/0

dz _/7r dz
24 cosx ) ,2+4cosx
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Sur |-, [, on peut réaliser le changement de variable t = tanz/2.
2dt

/2” dz _/+°° _/+°° 2dt  2n
o 2+cosx . (1—|—t2)(2+;g) e 312

h) Sur [0,7/2],]|7/2,37/2] ou |37 /2,27] on a

/ sin? z d / t2dt T 2 " tanz Lot
Too2 7+ 1% v 5. — — 5 + garctan
3cos2x +1  t=tanz | (14 12)(4+12) 3 3 2

Par recollement, on détermine une primitive sur [0, 27] et on conclut

S

27 202
2
/ 51121 (x) do o 2T
o 3cos?(xz)+1 3
i) f:x— == est définie et continue sur 10,1], f(x) — 0et f(x) o~ 117z

donc f est intégrable et 'intégrale étudiée converge

On écrit )
x—xQ—l— x—l
4 2

On pose alors z — 2 = Lgint et on a Vo — 22 = L cost.
2~ 2 2
Par changement de variable

2 gint+1

/1 zdz /”/ T
— = ——  cos =
0o Vo — a2 _x/2 2cost 2

Exercice 30 : [énoncé]

a) f it = est définie et continue sur [0, +-oof, f(t) ~ % donc f est

t——+o00
intégrable et I'intégrale J converge.

oo tdt 1 7 o«
= | - arctant =
o L4+tt |2 0

t% donc les deux intégrales introduites convergent.

=~ |

1 1 t?
b) toqoo 1 ot T t 100
Le changement de variable = 1/t transforme 'une en lautre.
¢) On a la factorisation

1= (2 4+1)2 =22 = (B + V2 + 1) (2 — V2 + 1)

donc

+oo dt Hoo dt
Iﬁﬂjﬂ:/ t2+\/§t+1:/ 2
0 0 1 1
(t+ %) +3

= [ﬂaretan(\@t +1) :oo

puis

I:;<2\ﬂ/§+2\ﬂ/§):2\ﬂ/§

Exercice 31 : [énoncé]

La fonction intégrée est définie et continue par morceaux sur R et est dominée par
1/t3 quand |t| — +o00, donc elle est intégrable et I'intégrale étudiée existe.

Par découpage et changement de variable

oo dt [t dt oo dt
/_DO (14 t2)(1 +it) _/0 (14 t2)(1 +it) +/0 (14 2)(1 —it)
donc
e dt [T 2dt
/,OO (14 ¢2)(1 +it) */0 (1+12)2

/+°° dt _/+°° dt _/+°° t2dt
o (A+t)2 o 1+ Jo  (1+1¢2)?

Une intégration par parties justifiée par deux convergences donne

Or

/+°° 2dt [ 1 ¢ +°°+1/+°° dt
o (Q+2)2 | 21+¢2], 2 g 1+¢2

/+oo dt _/+oo dt _ﬁ
oo (L)1 +4t) g 1T+t2 2

Exercice 32 : [énoncé]

a) f:]0,1[ — R définie par f(t) = =1 est continue. f(t) —— 0 et f(t) —— 1
t—0t t—1-

et donc

donc f est prolongeable par continuité & [0, 1].

b) Via le changement de variable t = e 7,

1 +oo | —z —2x
t—1 —
/ idt:/ e
0 Int 0 x

c¢) Par linéarité (avec existence des intégrales introduites)

T
- +oco | —x —2x +oo | —x +oo | —2x
. e % —e . e e
2v2 [ =lim - dr=lim dx — dz
e—0 J, x e—=0 /. x € T
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Par le changement de variable t = 2x

+oo [ —2z +oo | —t
€ €
/ dr = / —dt
3 € 2¢e t

puis par la relation de Chasles

2e efgv

I =lim dx
e—0 c €T
Puisque
2e 6—25 2e e—z 2e efg
dx < dx < dx
£ z 1> €T 1> €
on a

2e e—z
e %In2 < / —dzr<efIn2
T
£

puis a la limite : I = 1n 2.

Exercice 33 : [énoncé]

si

a) f:t— % est définie et continue par morceaux sur |0, +oo].
Quand t — 0, f(t) — 0 et quand t — +o0, f(t) = O(1/t?).

On en déduit que f est intégrable sur I ce qui assure I'existence de I.

b) On a sin3t = 3sint — 4sin®¢ donc

400 . .
3sint — sin(3t
Al(z) = / oS~ SIJY) tzsm( ) at

Par convergence des intégrales écrites, on a

+oo ; 400 _:
Al(z) = st g Sin(3) g

+oo ; +oo s
3 3t 3
/ sln(2 ) g — 3 / 51n2u du
z t u=3t Ja, U

Or

donc

¢) I = lim I(x). Or sint = t + t?c(t) avec EF)O donc

z—0
3z _: 3z
sint

Puisque fjx e(t)dt —— 0, on obtient
z—0

I:Zln?)

Exercice 34 : [énoncé]
Puisque
Vtln(sint) — 0
t—0

I'intégrale I converge.
Par le changement de variable ¢t = /2 — h, I est transformée en J donc J
converge et I = J.

/2 /2 1
I+J= / In(sint) + In(cost) dt = / ln(§ sin 2t) d¢
0 0

puis
mln2

/2 /2
I+J= / In(sin2t) — In2dt = / In(sin 2¢) dt —
0 0

Cependant

/2 ™ w/2 T
2 / In(sin 2¢) dt = / In(sinu) du = / In(sin u) du + / In(sinu) du
0 0 T

0 u=2t /2
et
T /2 /2
/ In(sinu)du = / In(sin(v + 7/2))dv = / In(cosv) dv
71./2 u:7r/2+11 0 0
donc
w/2
2/ In(sin 2¢) dt = (I + J)
0
Par suite In 2
mln
[=J=—
4 2

Exercice 35 : [énoncé]
On a

T r+1 1
1) — dt = dt — d
| serv—rma= [ rma- [ roa
Etudions la limite de f;“ f(t)dt quand & — 4o0.
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x+1 x+1
[ rwa-d< [0 -

Pour ¢ > 0, il existe A € R, tel que pour z > A, |f(z) — | < e.
Pour tout t € [z,z + 1], on a alors |f(t) — ¢| < e puis par intégration

z+1 z+1
/ f(t)dt—f‘</ |f(t)—¢ dt <e

Ainsi
x+1
/ FO)dt —— ¢

T—+00

Finalement f0+°° f(t+1) — f(t)dt converge et vaut £ — fol f(t)de.
Une étude semblable donne fi)oo F(t+1) — f(t)dt converge et vaut fol ft)dt—2¢.
Finalement fj;; f(t+1) = f(t)dt converge et vaut £ — ¢'.

Exercice 36 : [énoncé]
Puisque I’'intégrale f0+°° f converge, il en est de méme de

+oo +oo
/ fla+z)dz et / fb+z)dx
0 0

avec

/O+Oof(a+x)dx=/:oof(x)dxet /O+oof(b+a:)dm:/b+oof(g;)dx

On en déduit la convergence de l'intégrale suivante et sa valeur

+oo b
/ (fla+z)— f(b+x)) dx:/ f(z)d=
0 a

D’autre part, on a par découpage et pour tout A > 0

0 —A+b b
/ (flata)— f(b+a) do = / f(z)da / f(z)da
—A —A+a a
Or
—A+b
b— i < dz < (b—
(b-a)  min  f / @< oo mx
avec
min f——— et max —_—
[-A+a,—A+b] " A—+oo [—A+a,—A+b] " A—+oo

car f converge vers £ en —oo.
On en déduit la convergence et la valeur de I'intégrale suivante

0 b
/ (fla+z)— f(b+2)) dx:(bfa)éf/ f(z)dx

— 00

et finalement on obtient la convergence et la valeur de l'intégrale suivante

+oo
/ (fla+2) = f(b+2)) de = (b— a)t

— 00

Exercice 37 : [énoncé]

La fonction f RN arctan(2m:)6—arctanx
10, 4+o0].

Quand z — 07,

est définie et continue par morceaux sur

2z —x+o(x)
B x

—1

e

Quand z — 400,

fla)=2

22

z—arctaningrarctan% :O( 1)
T

Ainsi f est intégrable sur |0, +o0].
Pour A > 0,

A A A
arctan(2x) — arctan x arctan(2 arctan x
/ rctan(2z) — arctan dx:/ rctan(2z) d:z:f/ da
0 0 0

x T €T

avec convergence des deux nouvelles intégrale.
Par changement de variable u = 2x sur la premiere,

A arctan(2x) — arctan x 24 arctan z 4 arctan x 24 arctan @
dr = ——dx— ——dx = ——dx
0 X 0 X 0 X A X

Par la croissance de la fonction arctan,

24 24 24
d arcta d
arctan(A)/ & < / AT e < arctan(2A)/ &
A T A €z A T
A la limite quand A — +00, on conclut
+oo
tan(2x) — t

/ arctan(2z) — arctan z do = o

0 x 2
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Exercice 38 : [énoncé]

On a
1 1— X4

I+ X1+ X5

1 X2

Les poles de cette fraction rationnelle sont les éléments de Uy2\Uy et ils sont
simples.

On peut donc écrire en combinant les parties polaires conjuguées

1 [e%1 Qo Oy a5
- —9R 2R 2R 2R
1+ X%+ X8 e(X—w1>+ e(X—w2>+ e(X—w4>+ e(X—w5>

avec wy, = exp(2ikm/12), les wy,ws,wy et ws de parties imaginaires strictement
positives.

1-Xx4
(1_X12)/ X—wp
Soitw=a+ibe CavecacRetb>0.0na

1
qf = zﬁ(wg—wk)

(t—a)+b

. A
b :|—A A—+o0

/A dt/A (t—a) +ib
at—w  Joa(t—a)2+0?

la limite de I'arc tangente étant obtenue sachant b > 0.

Soit de plus a € C.
A A
dt
/ 2Re e dt | =2Re| lim a/ —— | = 27lma
A—+oo _A t—w A—+oo _Atfw
Puisque la convergence de I'intégrale que nous étudions est assurée

lim
Foo dz . A dz
T8 = ,lim i .8
feo 14+t 42 Astoo J 41+ 242
/+°° dx
oo 14zt 28

Heo dz ™
_ 2 10 4
| T g e

— 0o

1 t
dt = {2 In ((t — a)® + b*) + iarctan

et on en déduit

—27Im (1 + a2 + g + a5)
ce qui donne

_ WS)

Or
2
wawIO:QiSing =iv3 et w* —W® :Qising =iV3

et finalement

/+°° dx o
oo 1zt /3

LT

Exercice 39 : [énoncé]
a) Il suffit d’étudier la variation de la fonction x — e* — (1 + z) pour obtenir cette
inégalité de convexité classique. On en déduit

1 1
- <e = < ——
¢ et T 142

b) La fonction ¢ +— e~ est définie et continue par morceaux sur [0, +oo[. Puisque
2ot m 0, cette fonction est intégrable sur [0, +o00[ ce qui assure l'existence
de I.

La fonction t — (1 — #2)™ est définie et continue par morceaux sur le segment

[0, 1], donc lintégrale définissant I,, existe.

La fonction ¢ + 1/(1 + %)™ est définie et continue par morceaux sur [0, +oc].
Puisque 1/(1 + )" ot 1/t?" avec 2n > 1, cette fonction est intégrable sur

[0, +00[ ce qui assure P'existence de J,,.

On a 1
1— t2 n g —nt? g
( ) e (1 +t2)n
donc i
1 n
1 2 I
I, < / e—nﬂ dt — 7/ e Y dy < —
0 v Jo Vn
et

I 1 /+°° 2 +oo 2
_ e_y dy = / e_nz dx g Jn
v n g 0

¢) Le changement de variable ¢ = sinx donne I, = Wo, ;.
Le changement de variable ¢t = tanx donne J,41 = Wa,.
d) Par intégration par parties

n+1

Wn = n
LR )

On en déduit u,4+1 = u, donc la suite (u,) est constante égale a
uy = 7T/2

e) Puisque
Vo € [0,7/2], (cosx)" ! < (cosx)™ < (cosx)"*

on obtient en intégrant

Wn—i—l < Wn g Wn—l

Or

n
Wn+1 - niwnfl ~ anl

+1

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 30 avril 2015

Corrections

27

donc par encadrement

Wn+1 ~ Wn
On en déduit
Up ~ nW?2
puis
JT
V2n
Par suite

Y Y
DN W

Iy ~

L’encadrement du b) donne alors

= VT
2

Exercice 40 : [énoncé]

La fonction f : ¢+ ¢[1/t] est définie et continue par morceaux sur |0, 4+00[.

Pour t > 1, [1/t] = 0 et donc f(t) = 0. Ainsi f est intégrable sur [1,

Pour t >0, 1/t — 1 < [1/t] < 1/t et donc f(t) P 1. Ainsi f est intégrable sur
t—

10,1].
On a )
I= lim_ . F(t)dt
Or
F(#)dt = / L[] dt = /
1/n 1 J1/(k41) /1
puis
! 12kt
W < k(k+1)2

Par décomposition en éléments simples

1

et apres réorganisation

! I 1
/f(t)dt=2;k2

1/n

L
1/n zz_:( k:+1 (k:+1)2

On en déduit

Exercice 41 : [énoncé]
Supposons f intégrable sur ]0,1].
Par la décroissance de f, on remarque

(k41)/n L Ik K/n
/ FO)dt < 1 (> </ F(8) dt
k/n n n (k—1)/n

En sommant pour k£ allant de 1 & n — 1, on obtient

1 1 1-1/n
dt < S, — —f(1) < d
[ wa<s - Lrm< [ s

Par théoréme d’encadrement, on obtient

S — /1 (1) dt
0

n—-4oo

Inversement, supposons la suite (S,,) convergente.
Par la décroissance de f, on a

(k+1)/n 1
[ rmarss ()
k/n n

En sommant pour k£ allant de 1 & n — 1, on obtient

1
/ f(t) dt < S, — lf(l) — lim S,
1

/n n n—+oo n—-+oo

On en déduit que la suite des intégrales précédente est majorée et puisque la

fonction f est positive, cela suffit pour conclure que 'intégrale de f converge.

Exercice 42 : [énoncé]
Comme a > 0, t?sint e t—) 0, la fonction continue par morceaux
—+

t — sin(t)e” " est intégrable sur [0, +oolet I(a) = +°°

+oo 1 ) +oo 1
I(a) =Im (/ e”“tdt> =Im [ e”“t] =—
0 1—a 0 a®+1

sin(t)e~**dt converge.
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Exercice 43 : [énoncé] donc la fonction ¢ — WM est intégrable sur |0, 1].
La fonction ¢ — aénftz est définie et continue par morceaux sur |0, +o00]. Finalement I(a) est définie pour tout a € R.
Cette fonction est intégrable car 28me méthode :
Comme
Int Int 1 1
t—— —— 0 et t3/2 —0

\/aQ + 12 t—0+ a? +t? t—+oo 0< (1+2)(1 +to) S 1+2
L’intégrale définissant I(a) est donc bien définie. avec la fonction ¢ — ﬁ est intégrable sur [0, +oo[, on peut affirmer que par
Par le changement de variable C* bijectif proposé comparaison de fonctions positives ¢ — m est intégrable sur [0, +oo] et

I(a) converge.
+o00 +oo o +o0
I(a) = / In¢ dt = / Md = lnl / du l I(1) Les deux intégrales étant bien définies :
0 0 0

a? + 12 u=ast a(u?+1) YT w?+1 a
' /+°O dt B /+oo u®du
Pour a = 1, on obtient I(1) = 0 et donc o +)A+t Sy (T+u)(1+um)
Inam i
I(a) = —2 2 Par suite
(@) = —3

+oo (1 4 t*)dt oo gt . -
2] = I S _ o 7
(a) /0 (14 2)(1 + to) /0 11 [arctant]; 5

Exercice 44 : [énoncé]

L’intégrabilité est entendue. Finalement T
Par le changement de variable u = a?/t on obtient I(a) = 4

/+°° 2lnt2dt:/+°°21n2a—1;1udu . , /

o t*+a 0 a?+u Exercice 46 : [énoncé]
La fonction f : ¢~ v/t +ay/t + 1 + by/t + 2 est définie et continue par morceaux
donc
too ¢ . sur [0, +o0.
/ ——dt=—1Ina Par développements limités
o t?+a? 2a
a+2b 1 1
ft)=1+a+bVt+ 5 \/E+O<t3/2> quand t — 400
Exercice 45 : [énoncé]
1ére méthode : Sil+a-+b#0alors f(t) ﬁ 400 ou —oo et I'intégrale n’est assurément pas
—+00
La fonction t — m est définie et continue par morceaux sur |0, +o00]. convergente.
Quand ¢t — 400 Sil+a+b=0ceta+2b+#0alors f(t) ~ tl% avec \ # 0. Par équivalence de
1/t9%2 sia >0 fonction de signe constant au voisinage de 400, on peut affirmer que l'intégrale
—— ~{ 1/22 sia=0 diverge.
2 a
L+ 221+t /2 sia<0 Sil+a+b=0eta+2b=04ie. (a,b) = (—2,1)alors f(t) = O (1/t3/?) et donc f

est intégrable.
Finalement, l'intégrale étudiée converge si, et seulement si, (a,b) = (—2,1).

1

@) g est intégrable sur [1, +o0].

donc la fonction ¢ —

Quand t — 0% . - Supposons que tel soit le cas.
1 sia )
S — _> ]_ 2 i = 0 * 2 r
(T+¢2)(1+1) 0/ §EZ<0 / (\/i—2M+ \/t+2> dt =3 [t3/2—2(t+1)3/2+(t+2)3/2}0
0
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Par développements limités

(x+2)3/2~i—>0

R Iy Ar——

et donc

Wl

+oo
/ (ﬂmmHm) dt — (1—\/5)

Exercice 47 : [énoncé]
La fonction f : ¢+ (t — [t])e™*" est définie et continue par morceaux sur [0, +00].
Quand t — +o00, t2f(t) — 0 donc f est intégrable sur [0, +o0].

k+1 n—1 .1 —na —a
_ l—e™1—(a+1)e
— t+k) 3¢ —
/f t)dt = E / (tydt = /Ote“ dt = ——— -
k=0

Quand n — 400,
+oo
| rar-
0

1—(a+1)e @
a?(1 —e9)

Exercice 48 : [énoncé]
a) z — f(x 4+ a) — f(x) est continue et positive (car f est croissante).

/f ()dx—/aA+a x)dx — /f dx—[qA+a x)dx — /f dz

Or f(z )—>€donc

Tr— 400

Ve>0,IM eRx > M = |f(x) — | <€

et alors
A+a A+a
VA > M, / f(z)dz — al </ |f(z) — 4| dz < ae
A A
donc
A4a
puis

A
/0 flea+a)— f(x)dt —— al —

A—+oco

/Oa f(z)dx

f(z+a) -

/O+°Of(a:+a)—f(x)dxzae—/oaf(x)dx

b) Comme ci-dessus, mais en faisant A — —oo, on établie

On peut conclure que f0+°° f(x) dx est définie et

/O_OO f+a) - f()de = al — /Oaf(x)da:

avec ' = lim f(x). Par conséquent f arctan(z + a) — arctan(z) dz est
Tr—r—00

définie par application du théoréme de Chasles et

“+o0
/ arctan(z + a) — arctan(z) de = 7a

— 0o

Exercice 49 : [énoncé]
Par le changement de variable © = tan § on parvient & l'intégrale

I:/+°° 8u? du
o (I4+ud)((I-2)2+ (1+2)2u?)((1—y)*+ (1+y)%u?)

On peut réaliser une décomposition en éléments simples réelles de la fraction
rationnelle intégrée qui pour des raisons de parité sera de la forme

a b c
1+ A2 +(1222 192+ 11922

avec
1 (1—2)%(1+x)?

- b=- et c=—
27y 2z(x — y)(1 — zy) 2y(y —

sous réserve que x # y et xy # 0.

Puisque
/+°° du 1
o a?+p5%u?  af

(1-y)?*(1+y)?
z)(1 — zy)

ol 2

on parvient a

T 1 1— 22 1-— ™
=3 <_2wy T % —y-ay)  2@-y( —wy)> ~ 21— )

Les cas exclus = # y et xy # 0 peuvent étre récupérés par continuité.
Il m’a peut-étre échappé une démarche plus simple. . .
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Exercice 50 : [énoncé]
On peut écrire

L+ (t+ib)* = (t+i(b+1)(t+i(b—1))
Si b = £1 la fonction n’est pas intégrable sur R a cause d’une singularité en 0.
Si b # +1 alors la fonction f : t — m est continue par morceaux sur R et
f(t) =0 (%) quand ¢t — Fo0 donc f est intégrable sur R.
En procédant a une décomposition en éléments simples :

A , A
dt i1 o o t i1 9
/ [2ln(t + (b+1)%) + arctan (b+1)],4 5 [2111(75 + (b

al+(t+ib)? 2

Si |b| > 1 alors

/+oo dt 70
I N R

/+oo dt
—_— =7
oo L4 (t+1ib)?

Si |b] < 1 alors

Exercice 51 : [énoncé]

Le discriminant du trindéme =2 + ax + 1 vaut A = o? — 4.

Cas |a] < 2

On a A < 0, le trindme ne s’annule pas et la fonction z +— 1/(z% + ax + 1) est
définie et continue par morceaux sur [0, +oo[. La fonction est intégrable car
équivalente & 1/22 en +oc.

Cas a = 2, le trindme ne s’annule pas sur [0, +o00[ car il est somme de termes
positifs. A nouveau la fonction x — 1/(2? + ax + 1) est intégrable sur [0, +ool.
Cas a < 2, le trindme 2 + ax + 1 présente deux racines positives et la fonction
x + 1/(2% + ax + 1) n’est pas définie sur 'intégralité de l'intervalle |0, +oo].
Méme en découpant l'intégrale aux points singuliers, on peut observer que les
intégrales introduites ne sont pas définies. On ne parvient donc pas a donner un
sens a l'intégrale étudiée dans ce cas.

Reste a calculer 'intégrale.

Cas |a] < 2

Le trinéme 22 4+ ax + 1 s’écrit peut se réécrire

T+ - a“ avec a = - —
2 4

/+°° dx 1 ; 2z +a\] T
—————— = |~ arctan
0o 22+ar+1 a a 0

On a alors

puis
/+°° dx 1 (77 . (oz))
———————— = - (= —arctan | —
0 T24ar+1 al\2 a

/+oo de B 1 +00_1
o @2+2x+1 | x+1],
Casa>2

Le trindme 2% + ax + 1 & deux racines zg, z1 distinctes strictement négatives.

1)%) +arctan( a— VA

Casaa =2

b—1)]| . = _—a+VA
_ T et —_ V=
o ) et T 9
Par décomposition en éléments
1 a b
= +
2+ar+1l z—29 z—21
avec
1 1 b 1
a = = —— € = = —Qa
T —z0 VA To — 21
On a alors
/+°° dx 1 [l 1’—x0:|+oo 1 ) a+ VA
o XH+ar+l mm—m | r-—x1], VA a—VA

Exercice 52 : [énoncé]

La fonction ¢ — est définie et continue par morceaux sur R. Puisque

1
t2+pt+q
1 1

t2 -‘rpt—f—qt*)r:too 12

la fonction ¢ — est intégrable sur R et

1
t2+pt+q

/"F(X) dt
T converge
o PHpt+g

On a
/+°° a /*W dt B /+°° du
e t2Hptdg . (t+§)2+# e U2+ a?
avec a = Y2 qone

2

urroo 2

/+°° dt 1
—_— = — |:arctan — —_—
o t2+pt—|—q a al—co 4q—p2
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Exercice 53 : [énoncé]
La fonction ¢ — m
Quand t — 400, f(t) ~ & donc f est intégrable sur [0, +oc0l.
Quand t — —o0, f(t) ~ & donc f est intégrable sur |—oo, 0]

On remarque

1 1
t2+a2 t2_|_b2

b2 _a2
= (12 + a2)(£2 + b2)

1 o dt o at
I(a,b):b2_a2 L 2ra2 . 2y

avec convergence des deux intégrales introduites.
Ainsi

Pour a # b

™

ab(a + b)

1 +oo t2 2 t2 dt 1 +oo dt +oo t2
I(a,a):*/ Pra ) _1 / 7*/ = ae A

PR (12 + a2)2 a2 \J . (2+a?) e (24 a2)2
Par intégration par parties (avec deux convergences)

/+°° txt o [ 1 ¢ +°°+1/+°° a7
oo (B +a2)2 | 212442 2 ) o t2+a2  2a

o0

I(a,b) =

donc

Exercice 54 : [énoncé]
La fonction t — P(t)/Q(t) est définie et continue sur R.
Pour [t| — 400, P(t)/Q(t) = O (1/t?) car deg(P/Q) < —2.
Par suite l'intégrale fR g converge.
Les poles de la fraction P/Q sont complexes conjugués non réels et les parties
polaires correspondantes sont deux a deux conjuguées. On en déduit que
P/@Q = 2Re(F) ou F est la fraction rationnelle obtenue en sommant les parties
polaires relatives aux poles de partie imaginaire strictement positive.
Considérons un pole a = o+ i avec « € Ret 5 > 0.
Pour les éléments simples de la forme ﬁ avec m > 1,o0n a

400

- [7 1 1 ] -0
R (t—a)™ m—1 (t—a)m—1

— 00

est définie et continue par morceaux sur |—oo, +00|.

Pour les éléments simples de la forme ﬁ on a

A
[ln [t — a| + iarctan (“7“)] . Quand A — +o00, on

f _t—a+iff
At a A (t—a)2462 —

obtient f A T i

A P(t) . P
ALHJ?OOI A o dt, on obtient I o
des coefficients facteurs des éléments simples ﬁ avec a de parties imaginaires
strictement positive.

Puisque [, £ o= = 2Re(o) 7 avec o la somme

Exercice 55 : [énoncé]
a) On écrit z = a + ib avec a,b € R. En multipliant par la quantité conjuguée

A A ‘
dt t—
/ :/ a+ b a
_at—z _a (t—a)?+0b?

A A A
1 —
/ d = |=In((t—a)®+b*) +1 arctant ¢
7At—Z 2 _A b —A

puis

donc

/A dt { ir silmz >0
B — . .
_aAlt—2 A-4oo —17  sinon

b) Les poles de F sont assurément non réels.

La partie entiére de F' est nécessairement nulle car F' est intégrable.

Dans la décomposition en éléments simples de F, les termes en 1/(X — a)* avec
k > 2 déterminent des expressions intégrables. Puisque F' est aussi intégrable, on
peut affirmer par différence que le terme

R,
2 (t—a)

a€P

(avec P lensemble des poles de F') est intégrable sur R. Or

R,
txz (t—a) t—+oo ZRG
acP a€eP

Il est donc nécessaire que

> R,=0

acP
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c) Les termes en 1/(X — a)* (avec k > 2) de la décomposition en éléments simples
de F induisent des intégrales sur R nulles. Par conséquent

F = dt= i o dt
/700 \/700 ét_a Ai)g’looaz:/At—a

cpP

Puisque les parties polaires sont deux & deux conjuguées

A A
R, R, R,
E / dt = E / + —dt
acP _At—a aept _At—a t—a

puis .
/ F=2ir Y Im(R,)
> acPt
Mais
> Ra=
a€P
donne
> Ri+Re=2 ) Re(R,)=0
acePt ac€Pt
Finalement oo
/ F=2ir > R,
- a€P+

d) Puisque n > m + 1, 'intégrabilité est acquise. Les poles de la fraction

X2m
1 + X2n
sont simples et ce sont les
i(2k+1)

Zp=e€e 2m
avec k € {0,...,2n — 1}.
Pour chaque k € {0,...,2n — 1},

X2m 22m+1

R = A xo0y ==
X2y | 2n

Les poles de parties imaginaires positives sont obtenus pour k € {0,...,n — 1} et

apres sommation géométrique on obtient

+o00 r2m T
5. do =
—o 142 n sin (W)

Exercice 56 : [énoncé]

a) La fonction définissant l'intégrande est définie et continue par morceaux sur
10, +00[. Elle est prolongeable par continuité en 0 et négligeable devant 1/x2 en
+o0. Elle est donc intégrable.

b) Procédons au changement de variable u = a/z sur l'intégrale de \/a & +oo

+o0 2 Va 2
/ exp(— (:c2+a2)> dx:/ exp(— (a2+u2)>a2du
N T 0 U U
En renommant la variable d’intégration et en regroupant les intégrales sur |0, 1/a]
et [y/a, +oo[, on obtient

I(a) = /O\/aexp (— <x2+;i>) (1+%) dz

¢) On peut écrire
avec

ce qui motive le changement de variable t =  — a/x
0

Par parité
pour a € R

_ VT 2l
2

Exercice 57 : [énoncé]
a) L’intégrale en premier membre existe et définit une fonction dérivable de x avec

L [ fn - MERCE

dz t x

L’intégrale en second membre définit aussi une fonction dérivable de x avec

d ( " ) du) _pf0n) _ flax) _ f(bx) — f(ax)

dz \ /.. T ax x

On en déduit que les deux membres de ’égalité voulue sont égaux a une constante
pres.
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Or ces deux fonctions de x sont de limite nulle quand * — +00 et la constante
précédente est alors nulle.
b) Par continuité de f en 0, on peut écrire

f(t) = f(0) + ¢(t) avec ¢ de limite nulle en 0

On a alors

) L b, (" e(t)
Tdt_f(0)1n5+/a i

ax xr

bx
dt b
< t — =1In-— t)) —— 0
o [e(t)] /M p =g ax et

bx

On conclut a la convergence de 'intégrale et a la valeur

0

t a

Exercice 58 : [énoncé]
Par le changement de variable proposé (qui est une bijection de classe C'), on

obtient N )
X1 4e %
0 1+e 2

qui se réécrit

oo cht oo ht
b [T [,
o  ch2t 0 14 2sh”t
et donc 1 N
s T
I=— [arctan V/2sht } = ——
2 ( ) 0 2V2

Exercice 59 : [énoncé]

a) L’intégrale de départ est bien définie. En effet, la fonction

fixe (1+22)/(1 + ) est définie et continue par morceaux sur [0, +-00[ et on
vérifie f(x) ot 1/2? ce qui donne un argument d’intégrabilité.

Par le changement de variable C! strictement croissant = = e?,
+o0 14 2 +oo th +1 +oo cht
/ T dr = / S etdt = / St
0 1+ 2 Ceo €M H1 oo Ch2t

ch2t = 2ch?t — 1 = 1 + 2sh?t

Par le nouveau changement de variable C' strictement croissant u = sht

oo q 2 +o0 d 1 +o00
/ +7gc4d:z: = / 7u2 = — [arctan(\@u)} =
0 1+ 14+ 2u V2 —oo V2

— 00

b) Par le changement de variable C! strictement monotone z = 1/t, on obtient
teo dx oo p2dx
/0 1+a% /0 1+t

/+°° de 7w
o 14zt 22

et donc

Exercice 60 : [énoncé]

fit— ﬁ est définie et continue sur [0, +oo] et f(t) ol # donc I existe.

Via le changement de variable v = 1/t :
I /+oo u2 du
Jo (4w

+o0
21:/ @ _ 7
o 1+t 2

d’out

puis I = 7.

Exercice 61 : [énoncé]
a) Les deux intégrales convergent. Le changement de variable u = 1/x transforme
I'une en 'autre.

b)

21_/+°°(z+1)dx_/+°° dz _/+°° dz B larctan%_1+o
0 341 o r2—z+1 Jp (x_%)2+% V3 NEER

donc

B 2T
3V3
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Exercice 62 :
On a

[énoncé]

sin(m/2 — cosh 1
cos(m/2 — sin h \/E

tanf =
0=m/2—h

donc l'intégrale est bien définie.

/2 400 212
/ Vtanfdd = / Lzldu: T
0 u=+tan 6 JQ 1+U \/i

apres calculs. ..

Exercice 63 : [énoncé]
On procede au changement de variable

RS S
$—2 2811’1

avec t € [—m/2,7/2].
On obtient
/1 dz .
0o Va(l —x)

(avec convergence de l'intégrale) et

[ V=

Exercice 64 : [énoncé]

Considérons 'application continue ¢ : x +— x — 1/z. Par étude des variations de ¢,
on peut affirmer que ¢ réalise une bijection ¢, de |0, 400 vers R et une bijection
p_ de ]—00,0[ vers R.

Apres résolution de ’équation ¢(z) = y d’inconnue x, on obtient

¢ (y) = % (y+ \/m) ot o=l (y) = (y— \/m)

2

Formellement, par le changement de variable y = ¢, () avec ¢4 bijection de

classe C!
+oo B +oo 1 y
/0 g(x)dm—/_oo f(y)§ <1+\/m>d

Puisque f est intégrable et que

1 y
-1+ —— ]| <1

la fonction
1 Yy
=)z |14+ ——
y= )3 ( o 4>
est intégrable sur R.

Par le changement de variable précédent, on peut alors affirmer que g est
intégrable sur ]0, +-o0[.

L’étude sur |—oo, 0[ est semblable.

Au final, on obtient

0 +oo _} +oo B y 1 +o0 y
| s@are [ g@ar=g [ f(y)<1 m)d%/_w f(y)<1+ <

Exercice 65 : [énoncé]
Comme t2 x t"e™? t—> 0, la fonction continue par morceaux t +— t"e~" est
—+o00

donc intégrable sur [0, +oc[ et I,, = [ 7" t"e~tdt converge.
Par intégration par parties justifiée par deux convergences

+oo
Iy = [ft"“e*t];oo +(n+ 1)/ t"etdt = (n + 1)1,.
0

Comme I = f0+oo e'dt=1ona

Exercice 66 : [énoncé]
La fonction x — 2" (lnx)™ est définie et continue sur ]0,1] et y est intégrable car

on peut la prolonger par continuité en 0 sachant xlnx — 0. L’intégrale
z—0

définissant I,, est donc convergente.
Soit € € ]0,1]. Par intégration par parties

1 xn+1 1 n 1
/E 2"(Inz)"dx = {n+1(lnx)”] — n+1/€ 2" (Inz)"'dx

€
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Quand € — 0, on obtient

n

1
I, = / z"(Inz)"'dx
0

_n+1

la nouvelle intégrale étant convergente par le méme argument qu’au dessus.
En répétant I’opération, on obtient

n! ! n!
I, =(-1)"——— "de=(-1)"————
n ( ) (n T 1)n /() T ar ( ) (7’L + 1)n+1
On peut aussi procéder au calcul par le changement de variable u = — In(z"+1) C*

strictement monotone

(=" /+°° _ (—1)"n!
In: n 'U/d = -
TSy 0T e

Exercice 67 : [énoncé]

fiaz W est définie et continue sur RT.

f(z) z~>2+ooO (%) donc f est intégrable et I, = 0+°O f(z)dx existe.
Pour n € N* :

+oo dz +o0 14 22— 22 +0o0 72
In:/ W:/ wdi:%—l—/ T
o (1+2?) o (1+2?) o (1+=2?)

Or

Foo x? 11 T oo e dg 1
————dr = |- ——— + — ——— =1,
o (42t Tipp | 2n(1+22)7], 2 Jo (A+22)™  2n

L’intégration par parties est justifiée par deux convergences.

On obtient ainsi
_ 2n—1

2n

In Infl

+o0 dr _ &

0 14+z2 = 2

Puisque Iy =

(2n—1)(2n —3)...1

_ (2n)!
(2n)(2n — 2)...2 fo

In = = 22n+1(n!)27T

Exercice 68 : [énoncé]

a) La fonction f est continue par morceaux sur |0, +oo.

Quand t — 0%, Vf(t) — 0 et quand ¢t — +oo, t3/2f(t) — 0 donc f est intégrable
sur ]0,1] et [1, +oo].

b) Par une intégration par parties ou l’on choisit judicieusement une primitive
s’annulant en 0

1 1 1
Int 1 1
/nzdt—{lnt(l—ﬂ — [ ——dt=—-1In2
o (1+1) L+t)], Jo 1+t

Par le changement de variable u = 1/t
oo ] ol
/ idt:—/ L du=1In2
1 (1412 o (u+1)

Exercice 69 : [énoncé]

fixz— 1“(1357;@2) est définie et continue sur ]0, 1[.
Quand x — 0% : f(x) ~ _;22 = —1 ce qui permet de prolonger f par continuité en
0.

Quandz -1~ :xz=1—havec h = 0" et
In(2h — h?
Nous allons calculer 'intégrale en procédant par intégration par parties en

primitivant %2 en =1 qui s’annule en 1.

T

1 2 1 1
In(1 — -1 2 -1
/n(j)dm:[m(l_xzﬁ } +/ 2zl
0 x z |, Jo 1—-2%) =

L’intégration par parties car le crochet converge. On en déduit
1 2 1
In(1 — 2
JLE S P N SR
0 x o 1+z)

Exercice 70 : [énoncé]
La fonction f: ¢~ In (1 + 1/t?) est définie et continue par morceaux sur ]0, +oo|.
Quand t — 400, on a f(t) ~ 1/t en exploitant In(1 +u) ~ u.

t—+oo u—0

Quand t — 0, Vtf(t) = VtIn(1 +t%) — 2/tInt — 0 et donc f(t) = o (1/Vt)

On en déduit que f est intégrable et I'intégrale étudiée converge.
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Par intégration par parties

A 1 A [ 2d
/81n<1+t2> dt:[tln(l—l—l/t?)]s—k/e T

Par des arguments asymptotiques semblables a ceux utilisés ci-dessus, on montre
Aln(1+1/4%) ——0
A—+oo

et

2
aln(1+1/5)$>0

+oo 1 oo gt
In({l+—=)dt=2 - =
/0 n( +t2> /0 1+ "

Notons que le calcul ici réalisé peut aussi étre utilisé pour justifier la convergence
de V'intégrale.

On en déduit

Exercice 71 : [énoncé]
Les fonctions u et v sont définies et continues par morceaux sur [1, +ool.
Puisque l'intégrale de f sur [1, +o00[ converge, on a

1
u(z) =0 (2) quand & — +00
x

et donc u est intégrable sur [1, 400l
Puisque 1/x ——— 0, on a
r—+o0

v(xz) =o(f(x)) quand z — +o0

et donc v aussi est intégrable sur [1, 4+o0].
Par intégration par parties

/1Au(a:)dx: {-i/lmf(t)dtr+/fv(x)dx

et donc A — +o0o on obtient

/1+OO u(z)de = /1+OO v(z)dz

Exercice 72 : [énoncé]
Quand t — 0%,
f) _ f(t) = f(0)

v o o

La fonction ¢ — f(t)/t peut donc se prolonger par continuité en 0 ce qui permet
d’assurer 'existence des intégrales écrites.
Par intégration par parties

[ e 2] e 24

Quand ¢ — 07, on obtient

[ (10 e U, 1010,

t

et I'inégalité affirmée est désormais évidente.

Exercice 73 : [énoncé]

a) x — u/(z),  — u(x) et  — zu(x) sont de carrés intégrables donc

x— (2u(z)?) = u(x)? + au'(x)u(z) est intégrable sur R. Par suite x +— zu(x)
admet des limites finies quand = — +o00. Or cette fonction est elle-méme
intégrable sur R donc ses limites en +00 ne peuvent qu’étre nulles.

b) Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

L :o o (2)2 dz [ ;OO o?u(z)?dz > ( [ :o 2! (z)u(z) dm)

Or par intégration par parties

2

2

n

/_" o (z)u(r) do = [zu?(2)]" - /_ w(z)(u(z) + zu'(z)) dz donc

Ainsi

/” au' (z)u(r) doe = % [2u?(2)]" — %/" u?(z) dx

—n —n

puis a la limite
et enfin I'inégalité voulue.
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Exercice 74 : [énoncé]
La fonction f : ¢+ In (1 + t2/t?) est définie et continue sur I =0, +oocl.

On a
1

t——+oo ?

VEF(t) —— 0t £(1)

donc f est intégrable et 'intégrale étudiée converge.
Par intégration par parties justifiée par la convergence des deux intégrales écrites

+oo 1 +oo oo 2dt
/0 1n<1+t2> dt = [tIn (14 1/t%)], +/O e

Exercice 75 : [énoncé]
Notons que l'intégrale I,, est bien définie.
a) On découpe l'intégrale en deux

/1 dz /+°C dz
I,= | — +

On réalise le changement de variable © = 1/t sur la deuxiéme intégrale

bode 0 gn-2q
In = + -

puis on combine les deux intégrales pour obtenir

1 n—2
1+¢
_rn:/ ;dt
o 1+t

b) On peut écrire

1 n—-2 n
t —1
In=1+/ LRV
o (1+4+1tm)

1 n 1 n—1
¢ 1 ¢
/7dt=—/ T
0 1+t’l’b n 0 1+tn

ce qui donne par intégration par parties

ogn 1 e
/ dt:fln2—f/ In(1+4¢")dt
o 1+1t" n n Jo

D’une part

avec

1 1
0</ 1n(1+t")dt</ tndt = -0
0 0 n+1

D’une part

1 -2 n—1
t" 1 1 nt
/ dt = = / g
0 1 + tn n ]0,1] t 1 + tn
avec par intégration par parties
1 —1 ny11 1 n
1 nt” In(1+¢ In(1+¢
/ 1nt"™ o [RA+E] / (1 +1") .
e t14tn t . - 2

Quand ¢ — 07, on obtient

1ntn? In(1+¢"
/ det:InQ—k/ QA1) 4

ou, sachant In(1 + u) < u,

In(1 + " ! 1
og/ Mdtg/ M2 dt = =0
10,1] 0

t2 n—1

On en déduit
I,=1+0(1/n)

Exercice 76 : [énoncé]
La fonction f : z — % est définie et continue sur [0, +o00[. Puisque

(1+=x
f(zx) et —si5, la fonction f est intégrable sur [0, 4o00[ et I'intégrale .J,
converge.

a) Via une décomposition en éléments simples Jy = %
_ [t z2 . N sz s .
b) J, — Jpt1 = fo T X de. En procédant a une intégration par parties

. ins . _ 3n—1
justifiée par deux convergences : J, 11 = 5= J,.
¢) On pose v, = I/nJ,.

1 1 1
lnvnH—lnvn:ln{’/i—&—ln 1——— ) =0 =
n 3n n2

donc la série de terme général Inv,,1 — Inv,, converge et donc la suite de terme
g + g
général Inv,, converge vers une certain réel £. En posant A = e’ > 0, on obtient
A
Un — A dOnC JTL ~ T\/ﬁ
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Exercice 77 : [énoncé] Par suite
La foncti "ot t !
a) La fonction ‘i) v — v _/ [ at — / u du
fit— no1 t o ut(n—1)
t(t+n) .
puis

est définie et continue par morceaux sur |0, +oco|.
Quand t — 0T,

Quand t — 400,

0= =0 (a)

On en déduit que f est intégrable sur |0, 4o0].
b) On remarque que

et on en déduit

A 1 =[]t
/Ot(t+n)dt_ﬁ/0 £ ten

Par linéarité de l'intégrale et changement de variable, on obtient

S R W A S B ) Atnp 1]
/()t(t+n)dt_n</o t dt_/n ;o

Enfin par la relation de Chasles

A 1 mt—[1 At 1]
/0 t(Hn)dt—n(/o Tdt‘/A tdt>

Puisque

A+n A+n

t— |t 1

og/ Jdté—/ to [ dt<
. t A

N
B

on obtient quand A — 400

Par développement limité, on obtient
1 1 1 1
- stol=)==—10(=
2(n—1) + <n2> o+ <n2>

On en déduit que la série de terme général

1 1
n — Un— -—=0|—=
Un T -1 T oy <n2>

Up — Un—-1=

d) Posons
+oo 1
S = (H(n)H(n1)>
2n
n=2
On a
z": Vi — Vk—1 1 =S+0(1)
2k
k=1
donc
Il o
Up — U1 5 e 0
k=2
Sachant
"1
Z =lnn+vy+o(1)
k=1
on obtient
Inn
Un 5
puis
Inn
tn 2n
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Exercice 78 : [énoncé]
a) 0, cf. lemme de Lebesgue.
b) Posons

™/2 sin(2nt) cos t
I, = ———dt
" /0 sint

Cette intégrale existe car un prolongement par continuité est possible en 0.
On observe
sin(2(n + 1)t) — sin(2nt) = 2sint cos(2n + 1)t

et donc

/2
Iy —1I, = / 2cos((2n + 1)t)costdt =0
0

La suite (I,,) est constante égale &

w/2
11:/ 200s2tdt:E
O 2
¢) On a
/2 3 Int ¢ /2 ; oInt /2
[t [T g [T o ) a
0 sint 0 t 0
avec )
ft) =cott — n
qui se prolonge en une fonction de classe C! sur [0, 7/2].

Ainsi p
/ sin(2nt) PN
. t 2

Or

t U

/“/2 sin(2nt) g — /”7r sinu du
0 0

donc la convergence de 'intégrale de Dirichlet étant supposée connue, on obtient

+oo ;
Sin €
/ sint ., _ T

d) On a

/2 ) B w/2 sm(t/2) /2
/0 In(2sin(t/2)) cos(nt) dt = /o In ( 12 > cos(nt) dt + /0 In(t) cos(nt) dt

Par intégration par parties,

/2 i nw/2 _:
/ In(t) cos(nt) dt = In(r/2) sin(n7/2) _ l/ simu o
0 0

n n u

La fonction t — In (Sir;%m

Par intégration par parties,

) se prolonge en une fonction de classe C? sur [0, 7/2].

/0 " (Smt% 2)> cos(nt) dt = %m (2;@> sin(n/2) — % /0 " (ln (311(;2/ 2))>,sin(n

. !
La fonction ¢ — (ln (S”;(/tf))) étant de classe C! sur [0,7/2], on a

L (i (2 sy = (1)

(In2)sin(nm/2) — =«
2n

et donc

/ " in(2sin(t/2)) cos(nt) dt ~
0

Exercice 79 : [énoncé]

La fonction intégrée est définie et continue par morceaux sur |0, +ool.

Elle se prolonge par continuité par la valeur 1 en 0 et est donc intégrable sur ]0, 1]
Par une intégration par parties

/A sintdt: —cost A_l_/A COStdt
Lt t |, e

Or il y a convergence des deux termes en second membre quand A — 400, donc il

y a convergence de
+oo i
sint
/ sint g
1 t

et finalement l'intégrale étudiée converge.

Exercice 80 : [énoncé]
Par intégration par parties

/Asintdt [1cost]A+/Al(2:ostdt
.1 T P A
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Or il y a convergence des deux termes en second membre quand € — 07 et
A — 400 donc il y a convergence de I'intégrale en premier membre et on a ’égalité

Foo ; +o0
sint 1 —cost
[ [Tty
0 t 0 t

Puisque 1 — cost = 2sin?(t/2)

/%o LUV /+oo RS (/2) o
0 3 0

12

Enfin par le changement de variable v = t/2 sous-jacent & une bijection de classe

Cl
+oo ; +oo ;.2
sint sin“ u
/ —dt = / 5— du
0 t 0 U

Exercice 81 : [énoncé]
Commencons par étudier la convergence de la suite (S,,) de terme général

S, = /0 F(#)sin(t) dt

Par la relation de Chasles, on peut découper 'intégrale

n—1 . (k+1)7
S, = Z/ ' f(t)sin(t) dt

k=07 k™
Par translation de la variable

(k+1)m ™
/ F(#)sin(t) dt = / F(t+ o) sin(t + k) dt = (—1)Fuy
k 0

T

avec -
vg = / f(t+ km)sin(t) dt
0
Puisque f est positive, la suite (vg) est & termes positifs.
Puisque f est décroissante, la suite (vg) est décroissante.
Enfin, puisque f tend vers 0 en 400 et puisque

0< v < flkm)w

la suite (vy,) tend vers 0.

Par le critére spécial des séries alternées, on obtient que la série de terme général
(—1)Fvy, converge, autrement dit, que la suite (S,,) converge. Notons S sa limite.
Soit X > 0. En notant nx la partie entiére de X/, on peut écrire

X

/ Y p@ysin@di= s, 4 [ fode
0

nxm

avec
X X
0< / f(t)dt < / Flnxm)dt = f(nxm)(X —nxm) < f(nxm)r

Quand X — +o00, on a nx — +00, Sy, — S et par 'encadrement qui précede

X
/ F(t)dt =0

On en déduit <
/ f(&)sin(t)dt — S
0

Exercice 82 : [énoncé]
Par intégration par parties

/ sin(e’) dt = / e'sin(e’)e " dt = [ cos(et)e_t]g - / cos(ef)e " dt
0 0 0

D’une part
cos(e®)e”® —— 0
Tr——+00
et d’autre part ¢ — cos(e’)e™" est intégrable sur [0, +o00] car

t? cos(ef)e™ ——— 0
t—+o00

donc 'intégrale f0+oo sin(e?) dt converge.

Exercice 83 : [énoncé]
f it cos(t?) est définie et continue par morceaux sur [0, +oo].
Formellement

“+oo “+oo 2t : t2 +o0 +oo : t2
/ cos(t?) dt = / — cos(t?) dt = sin(t) + / S g

2t |,
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sin ¢2
2t2
I'intégration par parties est justifiée par deux convergences et f0+°° cos(t?) dt

converge.

Puisque le crochet converge et que t —

Idem pour f0+oo sin(¢?) dt en proposant une primitive de 2¢sin(¢?) en 1 — cost?.

Exercice 84 : [énoncé]
Par un argument de parité, il suffit d’établir la convergence de

+ +
/ Ooeiﬁ df — / o %em dt
Formellement

+o0 +o0 it? Foo +oo it?
it 2t e —1 1 et —1
dt = dt — dt
/0 ¢ /_OO 2° l 2 | ST 72

. . oy P42 7’ 7’ . .
ol la primitive de 2te*” a été choisie de sorte de s’annuler en 0.
Puisque les deux termes en second membre sont convergents, le théoréeme
d’intégration par parties s’applique et assure la convergence de

+
/ - e”2 dt
0

Exercice 85 : [énoncé]
Procédons au changement de variable de classe C', t = v Az

Or par le changement de variable u = ¢2

A A% gy
it? 1/ (&3
e dt == du
/o 2)y Vu

puis par intégration par parties

A iu A A% i
2 1 e —1 1/ et —1
dt = = —_ — —d
/0 ‘ 2<[l u ]0+2 0 iu3/? !

et donc

est aisément intégrable sur ]0, +o0[,

L’intégrale en second membre converge donc

De plus, la partie imaginaire de C est strictement positive en vertu de I’expression

intégrale précédente, donc

C

Le calcul explicite de C est difficile, cf. intégrale de Fresnel.

Exercice 86 : [énoncé]
a) Pour x >a >0

/w eit2 & — /z @eiﬂ 4 — eit2 1 z . /gc eitz _1 »
Y . 2it 2t | S 2t

A la limite quand a — 0,

.2
A A ia® _ q
/eltzdta/eltzdt,ei,wgeo
@ 0 2ia 2
z it? z it?
-1 —1
/ Ly / iy
. 2it? 0 2it?

car cette derniére intégrale converge.
Ainsi

et

. 2 2,2
e —1 1 [Te -1
=— 4+ — —dt
f@)=—n—%5 ) &
Puisque
e’ — 1

2ix

car cette derniére intégrale converge.

Par suite
+oo eit2 -1
A= —dt
f(x) - /0 2it2
b)
1 +oo it? 1 eiwz -1
=\ f(z) = dt —
9(x) f@) =35 /m 2 2z
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donc

1 [t s I |
== Sodt— — Sdt- =
9(z) = 3; /I o 2% /T o 2z

car ces deux dernieres intégrales sont bien définies. Par suite

1 +o0o eit2 eizz
S dt —
9(x) = 3; /m 2 2z

c¢) Par intégration par parties généralisée

/+oo eitzdt B /+oo teit2dt B eit2 Foo N 3 +oo eitht
. 2/, B |23 i 2/, t4

Par suite

/JFOO eit2 dt
T t2

_ el‘ﬁ?»/*”e”duu:’)/*“dt_l
| 263 20 ), t4 | T 23 2 ), tt g3

+oo git® gt 1
A=

Donc

Exercice 87 : [énoncé]
Soit F' la primitive de f s’annulant en 0. Par hypothese

Flz) — 0= /m F(6)dt

T—r+00

Par intégration par parties, on peut écrire

I I
5/0 tf(t)dt:F(z)—E/O F(t)dt

L[ roa-d < [CiFo - o

Soit € > 0. Il existe A € RT tel que

Vt> A |F(t)— ¢ <e

Par continuité sur [0, A], |F(t) — ¢| est majorée par un certain M > 0.

Pour x > max(A, AM/e) on a

1 T 1 A 1 T
f/ \F(t)—€|dt:f/ |F(t)—£|dt+f/ () — £ dt < 2
T Jo T Jo T Ja

Par conséquent

F(t)dt —— ¢

r—r+00

puis

1 x
lim ~ [ tf(t)dt=
wgrfmm/(J ft)

Notons que sans I’hypothese d’intégrabilité de f, on ne peut pas exploiter le
théoreme de convergence dominée.

Exercice 88 : [énoncé]

Supposons la convergence de Uintégrale de f sur [1,+ool.

Puisque f est continue, on peut introduire une primitive F' de f et celle-ci admet
donc une limite finie en 4oc0. Par intégration par parties

[ =[]

Or F(A)/A R 0 et t — F(t)/t? est intégrable sur [1,+oo[ car F est bornée
—+o0

au voisinage de +oo.
On en déduit donc par opérations la convergence de l'intégrale de t — f(t)/t sur
[1, 400

Exercice 89 : [énoncé]
Soit F' une primitive de la fonction continue f sur [0, +o00[. Formellement

0, [FO T Ewe
/O ta+1dt_[ta+1}o +a/0 (ta+1)2dt

Supposons la convergence de +°O f(t)dt. La primitive F' est alors convergente en
400 et donc dans I’ mtegratlon par parties précédente, le crochet est convergent en

+00.
De plus, la fonction F' est bornée car continue sur [0, +00[ et convergente en +oo .

Par suite, quand ¢t — 400,
F(t)y—t 1
e
(ta + 1)2 toH—l
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et puisque o > 0, on a la convergence de la deuxiéme intégrale dans la formule
d’intégration par parties précédente.

Par le théoréeme d’intégration par parties, on peut affirmer que fo+°° 1]2521 dt
converge.

Exercice 90 : [énoncé]

Quitte & considérer la nouvelle fonction ¢ — f(t)e*°!, on peut supposer sg = 0.
Introduisons F' une primitive de la fonction continue f sur [0, +o00[.

La fonction F' converge en +o0o par hypothese de convergence de U'intégrale.

La fonction F étant continue et de limite finie en I'infini, on montre aisément
qu’elle est bornée sur RY.

Par une intégration par parties,

A

A A
/ ft)e™tdt = [F(t)e*"], +s/ F(t)e st dt
0 0

Puisque la fonction F' est bornée,

et t — F(t)e 5! est intégrable sur [0, +o0][ car
—st 2
F(t)e t_H_ooo(l/t )
On en déduit que U'intégrale fOA f(t)e st dt admet une limite finie quand

A — 400, c’est-a-dire que l'intégrale impropre f0+°o f(t)estdt converge.

Exercice 91 : [énoncé]
Posons

Par intégration par parties

lfﬂm@m:mmwm—/wﬁmm&

D’une part

car G est bornée et f de limite nulle en +o0.

D’autre part, il y a convergence de 'intégrale fa+°° f'(#)G(¢) dt. En effet

/w (G| dt = /Z —/'(®)1G®)] dt < /m —f (M dt = (f(a) - f(x)) M

Ainsi

[ irweola < s

Ses intégrales partielles étant majorées, il y a convergence de f;oo | ()G ()| dt.
Ainsi f'G est intégrable sur [a, +oo[. On peut alors conclure

xT +oo
[ rwgna—— [ roca
a T—+00 a
Exercice 92 : [énoncé]
a) Pour a < 0, l'intégrale n’est pas définie. Pour a > 0, ﬁ ~ tia, par suite
t—+oo
1+OO tathrl n’est définie que pour a > 1. Finalement f est définie sur |1, +oo].

b) Sil < a <balors

1 1
Vi1, —— <
th+1 T te41

donc f(b) < f(a). Ainsi f est décroissante.

= 0

a—1 a—=+too

%) “+oo
ng(a)</+ a1 [1] 1

1 tfa_l—a ta_ll

Exercice 93 : [énoncé]

a) t*"lem! ~ ¥ let t*"le7t = O (1/t?) la fonction t — t*~le~t est intégrable
t—0+ +oo

sur ]0, +oo[ et par suite I'(z) = O+°° t*"le~! dt est bien définie pour z > 0.
b) Pour x > 1, les deux intégrales étant définies :

—+oo too —+oo
/ t* ettt = [—t* e +(x—1)/ t* e dt

0
0 0

Ainsi Vo > 1,T(z) = (z — 1)I'(z — 1).
ra) = O+o° e~ 'dt = 1. Par récurrence sur n € N*,

I'(n)=(n—1)!
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Exercice 94 : [énoncé]

. po—1 L . o1 1
a) La fonction ¢ — 5o est définie et continue sur |0, 1] et 5 Roar

Par équivalence de fonctions positives, I'intégrale définissant f(z) existe si, et
seulement si, z > 0.

b) Pour z < y, on a
z—1 tyfl

vVt €]0,1],

puis en intégrant f(z) > f(y).
La fonction f est donc décroissante.

¢) On a
L 1
f(x)+f(w+1)=/t =1

0

d) Puisque f est décroissante et positive, f converge en +oo. Posons ¢ sa limite.
En passant a la limite la relation obtenue ci-dessus, on obtient 2¢ = 0 donc ¢ = 0.

Par décroissance

f@)+ fl@+1) <2f(z) < flz—1) + f(2)

donc

N

~<2f()

On en déduit

d) ¢) Quand z — 07,

1 1
t* 1
0< flz+1 =/ dtg/t“?dtz <1

donc

flz+1) = 0O@1)=o0(1/x)

z—0*t

et par suite
fl)=1/z— f(z+1) ~ 1/z— 40
z—0*t

Exercice 95 : [énoncé]
a) Par intégration par parties,

< eI +Ie(4)] +1/A|w/(t)| &
x x Jo

A
/ o(t) cos(xt) dt
0

qui permet de conclure.
b) Pour € > 0, il existe A € R tel que

+oo
/ (1)) dt < <

A

car ¢ est intégrable sur RT. De plus, pour z assez grand,

<e

/0 ©(t) cos(xt) dt

donc .
/ p(t) cos(xt) dt’ < 2
0

ce qui permet de conclure.

Exercice 96 : [énoncé]
a) Quand t — 400, e t/t = O(e™*) donc t — e~ !/t est intégrable sur tout

[, +o0[ C ]0, +o0].
b)
+oo —t T —t T —t
F(z):/ ¢ e—dt:F(l)f/ a
1 t 1t 1t

est de classe O™ sur R™ et F'(z) = —¢—.
¢) Quand x — +o0

+oo xe_t +oo +oo x
Ong(x):/ dté/ e_tdt:/ e_tdt—/ e tdt -0
x 3 T 1 1

Quand z — 0
+oo —t +oo —t 11—t
xF(x):x/ e—dt:x(/ e—dt—i—/ e—dt)
x t 1 t x t

1
1
OSxF(m)éx(F(l)—i—/ ;dt)éxF(l)—&—xlnx—)O

x

donc

d) Par intégration par parties formelle

/0 " @) de = @)+ /O T e ds

L’intégration par parties est justifiée par deux convergences et finalement

+oo
/ Ft)dt =1
0
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Exercice 97 : [énoncé]

a) La fonction t — sin(t)/t est définie et continue par morceaux sur |0, 4+o00[. On
peut la prolonger par continuité en 0 en y posant la valeur 1. Par intégration par
parties ou ’on integre ’expression sint en 1 — cost

T sint 1—cost]” ¥ 1—cost
/ sint ., _ [ cos } N / (2305 gt
0 t t o Jo t

Quand z — 400, on a
1 —coszx

T

1 - t *1 - t
/ Ccos ¢ / cos ;
12 t2

0 0

cette derniere intégrale étant convergente car la fonction peut étre prolongée par
continuité en 0 et est dominée par la fonction intégrable ¢ ~— 1/t en +oo.

b) Soit F' la primitive s’annulant en 0 du prolongement par continuité de

t — sin(t)/t. On a

et

f@) =lm F — F(2)

Puisque la fonction F est de classe C', la fonction f est aussi de classe C! sur R et

sin x

fl@) = —F'(x) =

T

c¢) Par intégration par parties,

/Of(t)dtz[tf(t)]g—/o tf’(t)dt:xf(m)+/0 sintdt

Or + + +
> sint cost] ™™ > cost
/ sint ., _ |_cost _/ cost ..
Lt t . 2
donc .
[eS) -
xf(x):cosx—x/ %dt
x
puis

Mais par intégration par parties on établit encore

“+oo . —+o00 +0o0 _:
cost sint sint
/ o dt= [12] *2/ —dt
= t t - = t

avec

+oo : +o0
sint 2dt 1

ce qui permet d’affirmer

Finalement f0+oo f(t) dt converge et

+oo
/ FH)dt =1
0

Exercice 98 : [énoncé]

a)
t t

VE—1 JE-D@+t+1)

est définie et continue sur |1, z] et

fit—

1

f(t)Ti\/g\/t_—l

donc F'(x) existe.
F est primitive de la fonction continue f sur ]1,+oo[ donc F est de classe C! et

Fl(z) = f(a).

Comme f est de classe C*°, F est finalement de classe C*° et sur |1, +oo[

X

Fl(z) = ———
(x) —

b) F est continue en 1 et F'(z) —— 4o00. Tangente verticale en 1.

z—1
¢) V13 —1 < t3/2 donc

T ode
F(x)>/ =T -2 — 400
1 xr——+00

Vit

donc F(x) = +o0.

d) F est continue et strictement croissante sur [1, +oo[ donc F' réalise une
bijection de [1,+oo[ sur [0, +o0].
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F réalise une bijection de classe C* de |1, +o0[ sur |0, +o00[ avec F'(x) # 0 donc

F~1! est de classe C* sur ]0, +o0.

1 (F-1)3 -1
—1
(F )/ - F!o F_l = F—l

donc F~! est solution de I'équation différentielle considérée.
e) F~1 est continue en 0 et F~1(0) = 1. En vertu de la relation

on obtient

F~1! est donc dérivable en 0 et (F~1)(0) = 0

Exercice 99 : [énoncé]

a) Soient z,y > 0.

La fonction

t—[t]
t(t + )

est définie et continue par morceaux sur |0, +oo[ D |0, y] et quand ¢t — 0,

fit—

)
t 1 1

= — —
tt+z) t+z =

ft) =

donc f est prolongeable par continuité en 0.
Par suite l'intégrale définissant G(z,y) existe bien.

b) Quand t — +o0,
o(1) 1
) = tit+x) 0 (tQ)

donc f est intégrable sur ]0, +o0|.
Par suite G(z,y) converge quand y — 400 vers

G(m):/0+oo L=t g

tt+x)

111 1
tt+n) n\t t+n

¢) On remarque que

et on en déduit

n t t+n

Par linéarité de l'intégrale et changement de variable, on obtient

G(n,y)zi(/oyt_tmdt—/”y—mzf:[t] dt)

Enfin par la relation de Chasles

G(n,y)i(/ont_tmdt/ywrnt t[ﬂ dt>

y+n t—[¢ 1 y+n
0</ 4—u&<f/ t—[t] dt <
Y Y

Gmm—lé”m—tﬁut

d) Puisque
n
t y y

n)i/ont_
:/Ont_t[t]dt

H(n)—H(n—l)z/n / n—l du

Hn)—Hmn-1)=1-(n—1 ln<1—|—>

on obtient quand y — +o0

et on a alors

Par suite

puis

Par développement limité, on obtient

Hmwdﬂn—nzﬂ;in+0(;>:é;+0<é>

On en déduit que la série de terme général

H(n)—H(n—l)—lz()(l)

2n n?
Posons
+oo 1
S = (H(n)H(n1)>
2n
n=2
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On a
- 1
> <H(k) —H(k—1) - Zk) =S +o(1)
k=1
donc
H(n)~ H(1) — 5 Z =5+ o()
n 2 2. . o(
Sachant
1
ZE =Ilnn+~v+o(1)
k=1
on obtient i
H(n) ~ 3 Inn
puis
Inn
G(n) ~ —
(n) ~ =
Exercice 100 : [énoncé]
L’intégrale étudiée est convergente puisque 2t ﬁ 0
—+o0

Ecrivons

—+ 4t

—+oo —+oo 1
/ et dt = / — X te
T x t

Procédons a un intégration par parties avec u(t) = —e /2 et v(t) = 1/t.
Les fonctions u et v sont de classe C' et le produit uv converge en +o0o. On a donc

+o0 —x? +oo —t2
/ edt=S / C _at
x 2x - 2t2
—¢2

e . ( 7t2)
22 t—>+ooo ¢

donc, par intégration de relation de comparaison

+oo —t2 +oo
/ ethZO(/ e_tzdt)

“+o0 —x?
42 €
e~ dt ~

" z—+oo 2T

Or

et donc

Exercice 101 : [énoncé]
L’intégrale étudiée est convergente puisque t2e~*/t T 0.
—+00

Procédons a une intégration par parties avec u(t) = —e~! et v(t) = 1/t.
Les fonctions u et v sont de classe C! et le produit uv converge en +o00. On a donc

+oo - —x +oo —t
e e
[T [
z t T - t
e ! et
-~ = o —
t2 t—+oo ( t )

donc, par intégration de relation de comparaison

+0067 +oo —
[T )

et donc

Exercice 102 : [énoncé]
Par intégration par parties

et en répétant celle-ci

?ﬂet et et z x et
—dt=|—+ — 2= dt
[ ra=lrea) e[

Or, toujours par intégration par parties
- 2¢et " 6e'
/ 2% s dt = [ + / —dt
3
1 1

e’ el e’ s .
eI (753) et t — T est positive non intégrable sur [1,+oo|

Mais

donc, par intégration de relation de comparaison

T .t T .t
/ & dt =0 / ¢
gt p 13
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Ceci donne , .
T e 2e” e
puis, dans le calcul initial
z et & = em+ex+261+ 2¢e”
Lt a—too x| 2 a8 o\ &3

en ayant intégré le terme constant dans le terme négligeable.

Exercice 103 : [énoncé]
Puisque f est continue en 0, on peut écrire

f(z) = f(0) +e(x) avec € e 0

On a alors , , ,
[ g [0 e
axr t axr t axr t
D’une part
bx
f(0) b
—dt = In —
Par= foym

ax

et d’autre part

b
< max |e(t)|ln—- ——=0
te[ax,bx] a z—0

On peut conclure

lim /bx IO g - £(0) lng

z—=0% Joo0 t

Exercice 104 : [énoncé]
Par intégration par parties

wdt_[t]“;/w dt
o Int Int], o (Int)?

L (1
(Int)? t-rtoo \Int

Or

2e”

3

et la fonction ¢ — 1/In(¢) est positive non intégrable sur [e, +oo[. On a donc

o (Int)? rtoo” . Int

Todt T

Int z%:oo Inz

et on en déduit

€

Exercice 105 : [énoncé]
a) On a
In(t +1) In(t)

t t—4oo
Puisque la fonction ¢ — In(t)/t¢ est positive, non intégrable sur [1, +o00[, on peut

affirmer . .
In(t+1 Int 1 S|
/Mdt ~ /idtz “(nt)?| = (Inx)?
1 t T—r—+00 1 t 2 1 2

b) On a
/, In(t + 1) 4 — % (lnz)? = / In(t+1) In(¢) 4 — / %ln (1 . 1> N
1 1 1

t t t t
et donc
t 2

avec la constante C' égale a l'intégrale convergente

oo 1
Zln(14+=) at
[

On peut montrer que cette constante vaut 2 /12 (via intégration terme a terme),
mais c’est une autre histoire. . .
c¢) En fait

/xwdtzl(mx)HCHm
1

11 1+1 !
Zln z ~ =
t t ) t—4oo t2

Puisque la fonction ¢ — 1/t? est positive et intégrable sur [1,+o0[, on peut
affirmer
ot 1
elx) ~ — - ==
T— 400 . t T
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Exercice 106 : [énoncé]
Puisque [ est positive et non intégrable, on sait

Tr—+00

/zf(t)dt~—++oo
0

Soit € > 0. Il existe A > 0 tel que
Vo > A |f'(2)| < elf(z)]

et alors

Vo A1) = 1)+ [ Foa< s e [ s

Puisque f(A) est une constante et fom ft)dt P +o00, il existe A’ > 0 tel que
T—r+00

vos A f(a) <z [ faar
0
Pour z > max(A, A’), on obtient

0< f() <2s/xf<t)dt
0

et on peut alors conclure.
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