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Enoncés 1

Intégration sur un segment

Continuité uniforme

Exercice 1 [01818] [correction]
Montrer que z + /Z est uniformément continue sur R*.

Exercice 2 [01819] [correction]

Montrer que = +— Inz n’est pas uniformément continue sur R**.

Exercice 3 [01820] [correction]
Montrer que z +— zInz est uniformément continue sur ]0, 1].

Exercice 4 [ 02821 ] [correction]

Soit f : RT™ — R uniformément continue. Montrer qu’il existe des réels positifs a

et b tels que
Ve =2 0,|f(z) <ax+b

Exercice 5 [03034] [correction]

Soit f : [0,1] — R uniformément continue. Montrer que f est bornée.

Exercice 6 [03035] [correction]
Soit f : RT™ — R continue et tendant vers 0 & I'infini.
Montrer que f est uniformément continue.

Exercice 7 [03153] [correction]
Soit f : RT™ — R une fonction uniformément continue vérifiant

Ve >0, f(nx) —— 0

n— oo

Montrer que f converge vers 0 en +o0.

Fonctions continues par morceaux

Exercice 8 [02642] [correction]

Soit f : [a,b] — R une fonction en escalier.

Montrer qu'’il existe une subdivision o du segment [a, b] adaptée & f telle que
toute autre subdivision adaptée & f soit plus fine que o.

Exercice 9 [00246] [correction]
La fonction ¢ — sin% sit>0et0sit=0 est-elle continue par morceaux sur
[0,1]7

Calcul d’intégrales

Exercice 10 [ 01964 ] [correction]
Calculer les intégrales suivantes :

2 qt Loat vz gt
a) 72 b) 72 C) 72
Lt o 1+t o V1—-t2

Exercice 11 [o00284] [correction)]
Calculer les intégrales suivantes :

27 2 1
t
a cos’tdt b / Intdt c / —dt
)/0 ) 1 ) o V1412

Exercice 12 [01963] [correction)]
Pour m,n € N, calculer

27
Iy = / cos(mt) cos(nt) dt
0

Exercice 13 [01547] [correction]
Démontrer que, pour tout @ € R[X],

1 T
/ Q(t)dtz—i/ Qe db
-1 0

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 30 avril 2015

Enoncés

Exercice 14 [02508 ] [correction]
Soit A un réel tel que |A| # 1

a) Etudier la fonction
sinx

()

- V1 =2 cosz + A2

/07r fa(@) dz

b) Calculer

Exercice 15 [00285] [correction]
Calculer

/4
I :/ In(1 + tanz)dx
0

Calcul de primitives

Exercice 16 [01960 ] [correction]
Déterminer les primitives suivantes :

a) /tetgdt b)/lnTtdt c)

Exercice 17 [o00279] [correction]
Déterminer les primitives suivantes :

a)/costsintdt b)/tantdt c)/cosstdt

Exercice 18 [00280 ] [correction]
Déterminer les primitives suivantes :

t2 t t

Exercice 19 [o1962 ] [correction]
Déterminer les primitives suivantes :

dt
a)/_ b)/etcostdt C)/tsintetdt
w41

dt
tint

Exercice 20 [o01961] [correction]

Soit A € C\R, a = Re(A) et b = Im(A). Etablir

dt
t—

t —
ot In |t — A| + darctan (ba> + C'*

Intégration par parties

Exercice 21 [01979] [correction)]

Déterminer les primitives suivantes :

a)/tlntdt b)/tarctantdt f)/tsin3tdt

Exercice 22 [00263] [correction)]

Déterminer les primitives suivantes :

a) /(t2 —t+1)e "dt

Exercice 23 [01980] [correction]
Calculer les intégrales suivantes :

b) /(t—l)sintdt c) /(t+1)chtdt

™

1 e e
a) / In(1+4t*)dt b) / t"Intdt(avec n € N) ¢ / sin(Int) d¢
0 1 1

Exercice 24 [o00287] [correction]
Calculer les intégrales suivantes :

1 1/2 1
a) / arctantdt b) / arcsintdt c¢) / tarctantdt
0 0 0

Exercice 25 [00283] [correction)]
Calculer

1
/ In(1 + %) dt
0
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Exercice 26 [03089] [correction]
Soient (a,b) € R?, p € R™ et f € C*([a,b],R) telles que

Vz € [a,b],|f (x)| > p et f/ monotone

b .
/ eerf(t) dt

Changement de variable

Montrer :

1
< —
s

Exercice 27 [o01982] [correction]
Déterminer les primitives suivantes en procédant par un changement de variable

adéquat :

Intdt ) / e?tdt
¢
et +1

a)/\/%jt\/?s b)/t+t(1nt)2

Exercice 28 [00290] [correction]
Déterminer

Exercice 29 [o01983] [correction]
Calculer les intégrales suivantes via un changement de variable adéquat :

) / dt b) / dt 0 /1 dt
1 t+t(lnt)? 1 tVInt+1 o et +1

Exercice 30 [o00260] [correction]
Calculer les intégrales suivantes via un changement de variable adéquat

1 1 2
1
a)/ V1—t2dt b)/ 21— 2dt c)/ n7:dt
0 0 1

Exercice 31 [o01984] [correction]

/4 w/4 -
| t)dt = 1 s{— —1¢) dt
/0 n(cost) /0 ncos <4 )

a) Observer

b) En déduire

/4
/ In(1 + tant)dt
0

Exercice 32 [01985] [correction)]

a) Montrer que

b) En déduire

w/2
J

cost+sint

cost dt/ﬂ/z sint df —
—Jo cost +sint

I

/1 dt
0o V1I—12+¢

Exercice 33 [01986] [correction)]
Soit f : [a,b] — R continue telle que

Montrer que

Vz € [a,b], fla+b—z) = f(z)

/abxf(a:)dxz a;b/abf(x)dx

Exercice 34 [o0188] [correction]
a) Soit f € C([0,1],R). Etablir

s . T ™ .
/Otf(smt)dt=§/0 f(sint) dt

b) En déduire la valeur de

7 /’T rsin®"(x) d
n = N x
o sin®*(z) + cos2"(x)
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Exercice 35 [03337] [correction]
a) Etudier les variations de la fonction z +— 322 — 23,
b) Soit f :[0,1] — R continue. Montrer

3/2 1
/ f(32% — 223) dx = 2/ f(32% — 223) da
0

—1/2

Exercice 36 [03193] [correction]
Pour a et b des réels tels que ab > 0, on considere

b ]_—LUQ
I(a,b)= | ——————dz
(@9) /Q(l+:c2)\/1+a:4

a) Calculer I(—b,—a), I(1/a,1/b) et I (1/a,a) en fonction I(a,b).
b) Pour a,b > 1, calculer I(a,b) via changement de variables v = x + 1/x puis
v=1/t.

¢) Montrer que la relation ainsi obtenue est valable pour tout a,b tels que ab > 0.

Exercice 37 [o02s82] [correction]
Calculer les intégrales suivantes via un changement de variable ad hoc :

T sint 2 dt In(1+t)—Int
a)/ %dt b)/ " c)/ wdt
0 cos=t 1 Vit 2t 1 t

Exercice 38 [ 02436 ] [correction]

Calculer
/\/5 . 2%
arcsin (| —— | dt
0 1+1¢2

Intégrales fonctions des bornes

Exercice 39 [01987] [correction]
Soit f : R — R une fonction continue.
Justifier que les fonctions g : R — R suivantes sont de classe C! et exprimer leur
dérivée :
2

9@ = [ f@a v o) = [Cased o oo = [ feraa

2z

Exercice 40 [o01988] [correction]
Soit ¢ : R — R la fonction définie par :

ht
p(t) = ST pour t # 0 et ¢(0) =1
Soit f : R — R définie par :
2z
f@ = [ et

a) Montrer que f est bien définie et étudier la parité de f.
b) Justifier que f est dérivable et calculer f/(z).
c¢) Dresser le tableau de variation de f.

Exercice 41 [01989 ] [correction]
Soit f:]0,1] — R continue. On définit F : [0,1] — R par

Fz) = /O min(z, ¢) £ (£) dt

a) Montrer que F est de classe C? et calculer F”(z).

b) En déduire
T 1
Plz) = /0 / F(t)dtdu

Exercice 42 [01990] [correction]
Soit g : R — R une fonction continue.
On pose, pour tout z € R,

flx) = /Ow sin(z — ¢)g(t)dt

a) Montrer que f est dérivable et que

f(x) = /Ofﬁ cos(t — xz)g(t)dt

b) Montrer que f est solution de I’équation différentielle y” + y = g(x).
¢) Achever la résolution de cette équation différentielle.
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Exercice 43 [01991 ] [correction]
Soient f: R — R de classe C! et F': R* — R définie par

Wz 0, F(z) = % "y ar

a) Montrer que F' peut étre prolongée par continuité en 0. On effectue ce
prolongement.

b) Montrer que F est dérivable sur R* et exprimer F’(x) & l'aide d’une intégrale
¢) Montrer que F est dérivable en 0 et observer F’(0) = 0.

Exercice 44 [oo00ss | [correction]
Soit f continue de R dans R telle que

Wz, y) € R, f(z) — f(y) = /

Montrer que f est de classe C! et déterminer f.

Exercice 45 [00276 ] [correction]

Pour z € ]0,1[, on pose
“dt
p(z) = /m nt

a) Montrer que ¢ est bien définie et que cette fonction se prolonge par continuité

en 0 eten 1.
b) En déduire la valeur de
1
-1
/ z dz
o Inx

Exercice 46 [02444 ] [correction]
Soit

2

T d
o= i

a) Calculer les limites de f en 0T et 400, la limite en 400 de f(x)/z et montrer
que f(x) tend vers In2 quand x tend vers 1.

b) Montrer que f est de classe C* sur R™ mais qu’elle ne I'est pas sur R™.

¢) Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative.

Exercice 47 [o03788] [correction]
a) Montrer que la fonction
2x et
fix— / —dt
z 0
est définie et dérivable sur R*.
b) Déterminer la limite de f en 0.

Exercice 48 [00275] [correction)]
Soit )
¥ cht
fizeR / e
- t

a) Etudier la parité de f. On étudie désormais f sur ]0, +o0].
b) Prolonger f par continuité en 0.
c¢) Montrer que f est de classe C! sur RT.
d) Branches infinies, allure.

Exercice 49 [o00277] [correction)]
Soient f € C}(R,R) et g : R* — R définie par

ow) = [ seya

a) Prolonger g par continuité en 0.
b) Montrer que la fonction ainsi obtenue est de classe C! sur R.

Exercice 50 [03789] [correction]
Etude et graphe de la fonction

N /21’ dt
T -
e VITET

On préciser le comportement de la fonction quand x — 0 et quand z — Foo.

Exercice 51 [02617] [correction)]
Pour tout z € [1, 400, on pose
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a) Montrer que la fonction F' est bien définie, continue sur [1, +o00[ et de classe C*
sur |1, 4+o0l.

Exprimer sa dérivée F'(x)

b) Etudier la dérivabilité de F en 1. Préciser la tangente au graphe de F en 1.

¢) Etudier la limite de F' en +o0.

d) Justifier que F' réalise une bijection de [1, +oo[ sur un intervalle a préciser.

e) Justifier que F~1 est dérivable sur |0, +oo] et solution de ’équation différentielle

vy =y -1

f) Etudier la dérivabilité de F~1 en 0.

Sommes de Riemann

Exercice 52 [01998] [correction]
Déterminer les limites des suites définies par le terme général suivant :

n n

n n
E ——5 b E E
2) = n? 4k ) p n2 + k‘2 = \/nZ + 2kn

Exercice 53 [01999] [correction]
En faisant apparaitre une somme de Riemann, déterminer un équivalent simple de

Sy = Xn: vk
k=1

Exercice 54 [00744 ] [correction]
Déterminer la limite de la suite de terme général

&)

Exercice 55 [02785] [correction]

Etudier les limites de ( IT (1+ i)) et de ( IT (1+ 712)) .
k=1

k=1

Exercice 56 [027s86] [correction]
Calculer les limites de

o (£) i (&) o St

lorsque n — 4o00.

Exercice 57 [o2787] [correction)]

n .
Sin e N* et x € R, soit f,(z) = kzl %k’”)
Soit x,, le plus petit réel strictement positif en lequel f,, atteint un maximum

local. Calculer lim f, (x,,).

Exercice 58 [03198] [correction]
Déterminer un équivalent quand n — +oo de

= 1
tn = ; (n + 2k)3

Exercice 59 [o03768] [correction)]
Etudier la suite suivante

r(1) 4 7(2) + - --

+r(n)

Up =
n

avec r(k) le reste de la division euclidienne de n par k.
Indice : étudier la suite suivante

_=r)+=r@)+ -+ —r(n)
Exercice 60 [03428] [correction]
a) Déterminer
2n 1
1 z
Jmo >
p=n+1
b) Pour a > 1, déterminer
2n 1
li —
n—1>r-il-loo Z pe
p=n+1
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¢) En déduire

Exercice 61 [02664 ] [correction)]
a) Soit n € N*. Montrer que

n—1
km
X —1=(X%?-1 X?—-2Xcos— +1
eI cos — +1)

b) Soit un réel a # £1; déduire de a) la valeur de

/ In(a® — 2acost + 1) dt
0

Formules de Taylor

Exercice 62 [ 02816 ] [correction]
Enoncer et établir la formule de Taylor avec reste intégrale.

Exercice 63 [00291 ] [correction]
Etablir que pour tout x € [0, /2],

N

x—éx <sinz<or— -2+ —zx

Exercice 64 [03217] [correction]
[Egalité de Taylor-Lagrange]
Soient f: I — R et a € I. Montrer que si f est de classe C"*! alors
k n
f( )'((l) (iC k f( +1)(C> _ a)n+1

mo@-at e

Voel,3cel f(z)=>
k=0

Exercice 65 [02001 ] [correction]
Montrer que pour tout n € N et tout z € R

n k n+1 ‘@‘
o _ Z zr~ < 2| ©
= k! (n+1)!

En déduire

Exercice 66 [02002] [correction]
En appliquant l'inégalité de Taylor-Lagrange a la fonction « +— In(1 + z) entre 0
et 1, montrer que :

l— o= — =4 In2
stz gt n

Exercice 67 [00295] [correction]
En exploitant une formule de Taylor adéquate établir

n(—1)k
lim (k‘ )1
n—+o00 = —+

=1In2

Exercice 68 [02000] [correction]
Soit ¢ : [0,1] — R une fonction continue.
Déterminer les fonctions f : [0,1] — R, deux fois dérivables, telles que

fO)=f1)=0et f"=g

Exercice 69 [02003] [correction)]
Soient f: R — R de classe C? et a € R.

Déterminer
o fath) —2f(@) + fa—h)
im
h—0 h?

Exercice 70 [00293] [correction]
Soit f : R — R de classe C?.
On suppose

Montrer que
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Exercice 71 [00297 ] [correction]
Soient £ : [0,1] — R une application de classe C? et

Su =" F(k/n?) —nf(0)

k=1

Déterminer la limite de la suite (S,).

Exercice 72 [ 00296 ] [correction]
Soit f: R — R de classe C? telle que f”(0) # 0.
a) Montrer que, pour chaque € R*, il existe 6 € ]0, 1| vérifiant la relation

f(a) = f(0) + 2 f'(6x)

b) Montrer qu’au voisinage de 0 ce 6 est unique.
¢) Déterminer la limite de 6 quand  — 0.

Exercice 73 [02817] [correction]
a) Montrer, pour tout x € ]0,7/2[, I'existence de 6, € ]0,1[ tel que
23
sine =z — 5 cos(zf,)

b) Etudier la limite de 6, quand z tend vers 0 par valeur supérieure.

Exercice 74 [00255] [correction]
Soient n € N* et ¢ : R — R une fonction de classe C" telle que

a) Montrer que
YO < p <n, P (z) = o(a™P)

z—0

b) On introduit ¢ : R — R définie par

V() = { p(x)/xz siz#0

0 sinon

Montrer que
V0 < p <n, 1/J(p)(x) = o(x”_p_l)

x—0

En déduire que v est de classe C"~! sur R.
c¢) Soient f: R — R de classe C" et g : R — R définie par

o(x) = f(fr);f(o) siz#0
1/(0) sinon

Montrer que g est de classe C" 1.
d) Soient f,g:R — R de classe C™ telles que

f(0)=0,g9(x) =0 z=0et ¢g’(0) #£0
Montrer que f/g est de classe C"~ 1.

Propriétés de l’intégrale

Exercice 75 [01965] [correction]
Soient f : [a,b] — R une fonction continue par morceaux et ¢ € |a, b|.
Montrer que

1 b 1 c 1 b
b_a/a F(1)dt < max (C_a/ f(t)dt,ﬁ/c f(t)dt)

Exercice 76 [01967] [correction)]
Soit f : [a,b] — R continue. Montrer

/ab F(t)dt

Exercice 77 [o1767] [correction)]
f étant continue sur [a, b] et & valeurs dans R, trouver une condition nécessaire et

suffisante pour que
b b
/ f(x) de| = / F(@)] da

Exercice 78 [03051] [correction)]
Soient (a,b) € R? avec a < b et f € C%([a,b],C).
A quelle condition portant sur f a-t-on
b
= [ 102

/
a
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Exercice 79 [01968 ] [correction]
Soit f : [0,1] — R continue telle que

/Olf(t)dt:;

Montrer que f admet un point fixe.

Exercice 80 [ 01969 ] [correction]
Soit f : [a,b] — R une fonction continue.
Montrer :

b
Hce]a,b[,ﬁ/ F(t)dt = f(o)

Exercice 81 [o01970] [correction]

[Formule de la moyenne]

Soient f,g : [a,b] — R continues avec g > 0.
Montrer qu'il existe ¢ € [a, b] tel que

/f@WNh#@/gwﬁ

Exercice 82 [03092] [correction]
[Seconde formule de la moyenne]

Soient f,g : [a,b] — R deux fonctions continues avec f décroissante et positive.

a) Pour n € N*, on pose

n—1 ag41 (b B a)
Sn:Zf(ak)/ g(t)dt avec ap = a+k -
k=0 a

k
Montrer que

b
Sh m/a f(t)g(t)dt
b) On introduit G la primitive de g s’annulant en a.
Montrer que

f(a)r[nig]lG < Sp < f(a) I[nag}](G

c¢) En déduire qu’il existe ¢ € [a,b] vérifiant

b c
/fmeﬂzﬂ@/gww

d) Soient f,g : [a,b] — R continues avec f monotone.
Montrer qu'il existe ¢ € [a, b] tel que

/f@yowzﬂw/lwa+ﬂw/gww

Exercice 83 [03188] [correction]
Soit f une fonction réelle de classe C! positive et décroissante sur I = [a, b].
Soit g une fonction continue sur I. On définit G : I — R par la relation

G = [ g
a) Montrer qu’il existe m, M € R tel que
G ([a,b]) = [m, M]

b) Montrer que

b b
/f@ﬂﬂﬁ:ﬂwﬂw*/fﬁﬁm&

¢) En déduire qu’il existe ¢ € [a, b] tel que

b c
/f@mmﬁ:ﬂ@/gmw

Exercice 84 [01971] [correction]
Soit f : [0, 7] — R continue.
a) Montrer que si

/7T f(®)sintdt =0
0

alors il existe a € ]0,7[ tel que f s’annule en a.
b) Montrer que si

/7T f(t)sintdt = /7r f(t)costdt =0
0 0

alors f s’annule 2 fois sur |0, 7[.
(indice : on pourra regarder [ f(t)sin(t — a)dt).
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Exercice 85 [o01972] [correction]
Soient (a,b) € R? tel que a < b, f : [a,b] — R continue et n € N telle que

b
Vk € {0,1,...,n},/ thft)dt =0

Montrer que la fonction f s’annule au moins n + 1 fois sur [a, b].

Exercice 86 [01974 ] [correction)]
Soit f : [a,b] — R. Montrer que la fonction

b
T / f(t)sin(xt)dt
est lipschitzienne.

Exercice 87 [02966] [correction]
Soient f : [0,1] — R continue telle que

/Olf(t)dt:O

m le minimum de f et M son maximum.
Prouver

/1 f2(t)dt < —mM
0

Exercice 88 [ 02967 ] [correction]
Soient f et g deux fonctions croissantes et continues sur [0, 1]. Comparer

/01 F(#)g(t) dt et </Olf(t) dt> x </Olg(t) dt)

Limites d’intégrales

Exercice 89 [o01978] [correction]
Déterminer les limites suivantes sans pour autant calculer les intégrales
correspondantes :

x

a) lim sin t* dt

z—=0t J_,

2x 2z -
b) lim A lim / SlTntdt

z—+o0 [, Int x—+o00

Exercice 90 [o00286] [correction)]
Déterminer les limites suivantes sans pour autant calculer les intégrales

correspondantes :

) 22 ot ¢
a) lim —
z—0t /.

b)

2z 1/t 2x 1/t
im [ St ¢ tm [ W0
z—+oo [, t z—+oo [, t

dit

Exercice 91 [01976 ] [correction]
Soit f :[0,1] — R continue. Montrer que

/lt”f(t)dt——éo
0

n—oo

Exercice 92 [01977] [correction]
Soit f : Rt — R continue. Déterminer

Utilisation de primitives

Exercice 93 [03380] [correction]
Soit f:]0,1] — R continue vérifiant

/1f(t)dt—0
0

Montrer qu'’il existe € |0, 1] vérifiant

/ztf(t)dt:O
0

Exercice 94 [01966] [correction)]
Soit f : R — R continue et 7' > 0. On suppose que

Montrer que f est périodique.

x+T
/ f(t)dt = C*e
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Exercice 95 [01973] [correction]
Soit f : [0,1] — R continue. Montrer que f posséde une unique primitive F' telle
que

/OlF(t)dtzo

Inégalité de Cauchy-Schwarz

Exercice 96 [00057 ] [correction)]
[Inégalité de Poincaré]

Soit f € C*([0,1],R) avec f(0) = 0.
a) Montrer que

Crrar< L[ e
[ rera<g [ rora

b) Si f(1) = 0, améliorer I'inégalité obtenue en a).

Suites dont le terme général est défini par une in-
tégrale

Exercice 97 [01994] [correction]
Pour p et ¢ entiers naturels, on pose :

Iy = /b (t —a)P(b— )7 dt

a) Former une relation de récurrence liant I, ; et I,41 q—1.
b) Donner une expression de I, ; & I’aide de factoriels.

Exercice 98 [01997 ] [correction]
[Intégrales de Wallis]
Pour n € N, on pose

w/2
I, = / sin” tdt
0
/2

a) Montrer que I, = [, cos" tdt et I, >0
b) Mountrer que pour tout n € N, on a

_n—i—lI
n+2—n+2 n

c¢) Donner une expression de I, a I'aide de factoriels en distinguant les cas n = 2p
et n=2p+1.
d) Etablir que pour tout n € N,

(04 Dlpiiln = 5 et Lo < Ly < I

e) Déterminer un équivalent de I,,.

Exercice 99 [01992] [correction]

On pose, pour n € N
1
1—x)"
I, :/ (71‘)& dzx

a) Montrer que la suite (I,,) tend vers 0.

b) Montrer que

1
In=—+1,
(n+1)! tini

c¢) En déduire que

e
°= i > g
k=0

Exercice 100 [01993] [correction)]
Pour n € N, on pose

In:/ (Inz)" dx
1

a) Calculer I et I.
b) Etablir une relation liant I, et I,,41.
¢) En déduire que

VneN,0<I, < ——
n—+1

d) Déterminer la limite puis un équivalent simple de (Z,,) .
e) Soit (uy,) une suite réelle définie par

up=aetVn € NJu,1 =e— (n+ 1)u,

On suppose que a # Iy, montrer, en étudiant D,, = |u,, — I, que |u,| — +oo.
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Exercice 101 [01995 ] [correction]
Soient n € N et x € 10, 7].
a) Justifier 'existence de

I - /” cos(nt) — cos(nx) gt
0 cost — cosT

b) Exprimer I,,. On pourra commencer par calculer I, 1 + I,,—1.

Exercice 102 [ 01996 ] [correction]
Pour n € N, on pose
boda
tn = /0 1+a2n
a) Calculer ug, u1, usg.
) Montrer que (u,) est une suite strictement croissante.
)

b
¢) Montrer que u,, — 1.
d) Etablir

1 1
™d In2 1
VnEN*,/ i :n—ff/ In(1+2")dz
0 0

1+ xn n n

e) Montrer que
1

lim In(l+2z")dz=0

n—oo 0

In2 (1)
n=1——+o0]|—
n n

Exercice 103 [ 00288 ] [correction]
Pour p, g € N, calculer

et en déduire que

1
zp,q:/o (1 — )0 dt

Exercice 104 [ 00289 ] [correction]

Pour n € N, posons
/2
I, :/ (sint)™dt
0

a) Pour n > 2, former une relation de récurrence liant I,, et I,,_o.

b) En déduire lexpression de I,, selon la parité du naturel n.

Exercice 105 [02981 ] [correction]
Déterminer un équivalent lorsque n — 400 de

n =

Exercice 106 [ 00322 ] [correction]

Soit

L,

1 t n
A(LHJ dt

1 n
z/ x dx
o T+1

a) Montrer que I,, — 0 en décroissant.
b) Simplifier I,, + I,,+1 et en déduire une expression de I,, a 'aide d’un symbole

sommadtoire.
c¢) Déterminer

d) Exploiter

pour déterminer

Exercice 107 [o1860 ] [correction]

a) Calculer

b) Etablir, pour tout n € N

c) Justifier

d) En déduire

>

boat
o 1412

1 n42n+2
—1)"¢
yet2kdr = 4+/£—L——w
0

1+¢2

:]

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 30 avril 2015 Enoncés 13
Calcul de primitives de fonctions rationnelles a) — b) ——

e? +1 e 1+ ev
Exercice 108 [o01232] [correction] ¢) ver—1 ¢ V1+e®

Déterminer les primitives des expressions proposées en indiquant I’ensemble de
validité :

x° 1 z+1
- b T
a)l—l—le )x(xQ—l) °) 2 —xz+1
D5 ¢ e h——
e -
x? —2x 42 x?+2x 42 x(z?2 4+ 1)
) 1 h) x Lot
& 1 x3 —1 Vo
) 1 1 ) 1
R S (z2 +x+1)2 xt+1

Exercice 109 [01233] [correction]

Calculer les intégrales suivantes :
1 1 1
d t
a) / i x b) / x Az o) / arc anxdx
0 ¥2+xz+1 o x3+1 o (x+1)2

Exercice 110 [01234] [correction]
Soit n € N*. On désire déterminer la primitive sur R s’annulant en 0 de la fonction

1

n . =
f x (1 +Z‘2)"’

a) Justifier 'existence et I'unicité de la fonction cherchée. Celle-ci est désormais
notée Fj,.

b) Calculer Fi(z).

¢) En procédant au changement de variable x = tan 6, déterminer Fs(z).

d) En s’aidant d’une intégration par parties, former une relation de récurrence
entre F,y1(x) et F,(x).

e) Calculer Fs(x).

Calcul de primitives ou d’intégrales se ramenant a
une fonction rationnelle

Exercice 111 [o1235] [correction]
Déterminer les primitives des expressions proposées en indiquant ’ensemble de
validité :

Exercice 112 [o01236 ] [correction]
Calculer

/1 dz
0 ex—i—l

Exercice 113 [o01237] [correction]
Déterminer les primitives des expressions proposées en indiquant ’ensemble de
validité :

cosT sinx
1+ cos?zx 1+sin?2x

1 1

4 d) 3
costx coss x

Exercice 114 [o1238] [correction]
Déterminer une primitive sur R de la fonction

1

T —————
3+ cosx

Exercice 115 [ 03774 ] [correction)]
Calculer pour tout z € R l'intégrale

/1; dt
o 3+cos?t

Exercice 116 [01239 ] [correction]

Calculer :
) /71'/2 dx b) /71'/4 dx ) /271' d{E
a _— _— ¢ —_
o 2+cosx o l+sinzcosz o 1+cos?zx
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Exercice 117 [o01240] [correction]
Pour « € )0, 7|, calculer
sin o

w/2
|
0 1+ cosacoszx

Exercice 118 [o1241 ] [correction]
Déterminer les primitives des fonctions proposées en indiquant I’ensemble de
validité :

a) tha b) chx
1+ chz 1+ ch?x
o) chx a) 1
shz + chz ch®x

Exercice 119 [o01242] [correction]
Calculer
bda

o chx

Exercice 120 [01243] [correction]

Déterminer les primitives des fonctions proposées en indiquant ’ensemble de
validité :

z—1

Tz —2

x b)l_ﬁ
1+vVr+1 1+ Vz

a) c)

Exercice 121 [o01244 ] [correction]
Déterminer les primitives des fonctions proposées en indiquant ’ensemble de
validité :

rz+1 x 5
V= Y oo © ”i_x 0
d) z+1 o) 1 f) 4 —1

x24+1 x++1+22 x

Exercice 122 [o1245 ] [correction]
Sur |—1/2, +o0[, déterminer

dx
/ 2+ Va2 +ax+1

Exercice 123 [01246 ] [correction]
Calculer les intégrales suivantes :

3 dx 2 da;‘ 1 dJ?
) [ Fers Y e O L e
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Exercice 1 : [énoncé]
Pour y >z > 0,

WVy— Vo) =y+r—-2/ry<y—=

donc

VIi—Vr<yy—z
VI = V| < Vy — 2

Par symétrie
Vz,y = 0,

Soit & > 0. Considérons n = &2 > 0.
Pour tout z,y > 0,

ly—z|<n=|Vy—va| <Vly—z[ < p=e¢

La fonction racine carrée est donc uniformément continue.

Exercice 2 : [énoncé]
Par I’absurde supposons que x — In x soit uniformément continue sur R**.
Pour € =1, il existe n > 0 tel que

Ve,y >0, [y—z|<n=|lny—Ilnz|<e

Pour y =z + 7,

lny —Inz| =1In (x+n> — +00

x z—0t

Absurde.

Exercice 3 : [énoncé]
Soit f : [0,1] — R définie par

fa) = {xlnm six#0

0 sinon

f est continue sur le segment [0, 1], donc uniformément continue sur [0, 1] et donc
a fortiori sur |0, 1].

Exercice 4 : [énoncé]
Pour € = 1 > 0 'uniforme continuité assure I'existence d’'un « > 0 tel que

Vr,y €R, [z —y|<a=|[f(z) - f(y)| <1

Posons n = |z/a]. On a |f(a) — f(0)| < 1, |f(2a) — f(a)| < 1,...,
[f(na) — f((n—1Da)| <1et|f(z) — f(na)] <1 donc en sommant
|f(z)— f(0)] < n+1puis |f(z)| < [z/a) + 14+ |f(0)] <ax +baveca=1/a et
b=1+|f(0)|

Exercice 5 : [énoncé]
Pour € =1, il existe a > 0 tel que

Vo,y € 0,1,y —al Sa=|f(y) - f@)[ <1

Par suite, pour tout € [1 — o, 1[, on a |f(z) — f(1 — «)| < 1 puis

F@)] <1+ 1f(1 - a).

De plus, la fonction f est continue donc bornée sur le segment [0,1 — «] par un
certain M.

On a alors f bornée sur [0, 1] par max {M, 1+ |f(1 — a)|}.

Exercice 6 : [énoncé]
Soit € > 0. Il existe A € RT tel que

Vz 2 A [f(z)] <e/2

et alors
Va,y € [A,+ool, [ f(y) = f(z)| <e (%)
De plus, f est continue sur [0, A] donc uniformément continue et il existe a > 0 tel

que
Vo, y € [0,A] |y —z[ < a=[f(y) — f2)] <e(*)

Soit x,y € RT avec |y — x| < a. On peut supposer x < y.
Siz,y€[0,A],onal|f(y) — f(r)| < e en vertu de (**)

Siz,y € [A,+oo[, on a & nouveau |f(y) — f(z)| < € cette fois-ci en vertu de (*).
Sixz € [0,4] et y € [A, +00[, on a nécessairement |z — A < a. (*) et (**) donnent
alors

[f(@) = f)l < [f(2) = F(A)] +[f(A) - fly)l < 2¢

Quitte a adapter le € de départ, on obtient ce que 'on veut.

Autre méthode : on introduit g = f o tan définie sur [0, 7/2[ que I'on prolonge par
continuité en 7 /2. Ce prolongement est continue sur un segment donc
uniformément continue. Puisque f = g o arctan avec arctan lipschitzienne, on
obtient f uniformément continue !
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Exercice 7 : [énoncé] b)
Soit € > 0. Puisque f est uniformément continue, il existe o > 0 vérifiant / Uoae
0

1 ™
1_’_7 = [arctan t]O = Z

Yo,y >0,y —z| <a=|fly) - flr)[<e

Considérons alors la suite (f(na)). Puisque celle-ci converge vers 0, il existe / V2 _ [arcsin t]l/z _T
N € N vérifiant o 1— 2 0 6
Yn = N, |f(na)| < e
Posons A = Na. Pour z > A, il existe n > N vérifiant Exercice 11 : [énoncd]
a) En linéarisant
[na —z| < a
o 2T ] 4 cos 2t t sin2t]*"
et donc / cos tdt:/ ———dt= |-+ =7
o o 2 2|,

[f(@)] < [f(z) = f(na)| + [f(na)] < 2¢

On peut alors conclure que f converge vers 0 en -+o00. b) On connait une primitive du logarithme ou l'on intégre par parties

2
/ Intdt = [tlnt — 1t =2In2 -1
1

Exercice 8 : [énoncé]

Soit A l’ensemble des n € N tel qu’il existe une subdivision o = (ag, ..., an) ¢) On reconnait une forme u'/+\/u
adaptée a f. .

A est une partie non vide de N, elle posséde donc un plus petit élément p. / t d
Il existe une subdivision o = (ao,...,a,) adaptée & f. 0o V1+t2
Montrons que toute subdivision ¢’ = (bg, b1, ..., b, ) adaptée & f est plus fine que o.

Par 'absurde : supposons 3i € {1,2,...,p — 1} tel que a; ¢ {bo,b1,...,bn}.

tz[\/@];:\/ﬁfl

On peut alors affirmer qu’il existe j € {1,2,...,n} tel que a; € [bj_1,b;]. Exercice 12 : [énoncé]

Comme o et ¢’ sont adaptées & f on peut affirmer que f est constante sur Sim =mn =0 alors o
lai—1,a;[,]ai, ai41] et Jbj_1,b;] puis que f est constante sur Ja;_1, @it1]. I, = dt = o2
Par suite la subdivision ¢/ = (ag,...,ai—1,8i41,- .- ,ap) est adaptée & f or cela ' 0

contredit la définition de p. Sim =n # 0 alors

27 27 1 1
I, = / Cos2(nt) dt = / -+ = COS(??’Lt) dt=nm
’ 0 o 2 2

Exercice 9 : [énoncé]

Cette fonction n’a pas de limite en 0, elle n’est donc pas continue par morceaux. Si m % n, en exploitant
)

1
cos(mt) cos(nt) = = (cos(m + n)t + cos(m — n)t)
Exercice 10 : [énoncé] 2

Dans chaque cas la détermination d’une primitive est (assez) immédiate on obtient
a)
2 1 27 1 27 ) t 2 L _ t 2
2at [ 1% 1 Lpon = 7/ cos(m+n)tdt+7/ cos(m — n)t dt = [sin(m + n)t]; Jr[bm(m ntly”
R I 2 Jo 2 Jo 2(m +n) 2(m —n)
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Exercice 13 : [énoncé]
Par linéarité de l'intégrale, il suffit de vérifier la relation pour Q = X" avec n € N.

D’une part
1 1 n+1
1 n + 1 1 n + 1
et d’autre part
m ei(n+1)7r -1

N PP I imene| _
/che e de—[i(n+1)e + ]O_ T

Si n est impair alors
1 ™ ) )
/ Qt)dt=0= —i/ Q(e')e® do
-1 0
Si n est pair alors

' _ 2 T A (iNi0 gy 2
/_1Q(t)dt—n+let/0 Qe")e dﬁ—m

et la relation voulue est encore vérifiée.
Une alternative plus courte, mais moins élémentaire consister a exploiter que la
forme différentielle

w(z,y) = Q(2) dz = Q(z + iy) (dz + idy)

est exacte et que donc son intégrale curviligne le long d’un pourtour fermée est
nulle.

Exercice 14 : [énoncé]
a) On peut écrire

1—2\cosw + A% = (A —cosx)? +sin’z

et par conséquent 1 — 2\ cosx + A? > 0 pour tout z € R car |\| # 1.

La fonction f) est donc définie sur R. Elle est de classe C*°, 2m-périodique et
impaire. Nous limitons son étude & I'intervalle [0, 7].

Le cas A = 0 est immédiat puisque fo(x) = sinz. On suppose dans la suite A # 0.
On a

cosx(l —2Xcosz + A\2) — Asin?z

(1 —2Acosx + /\2)3/2

() =

fi(z) est du signe de
A2 cos(z) — A(1+ cos? x)+cosx = (Acosx — 1)(A — cosz)

Cette expression s’annule en changeant de signe pour cosz = A ou cosz = 1/\.
Pour [\ < 1,
x 0 arccos A 0
A + 0 -
falz) [0~ 1 N O

Pour [A] > 1,

arccos 1/ T
A |+ 0 -
Salx) [0 A 1/A N 0

b) Pour A =0, on a
/ fo(z)dz :/ sin(z)dx = 2
0 0

Pour A # 0, on peut directement calculer 'intégrale en reconnaissant une former
u’/y/u. On obtient

/0 fa(z)de = % [\/1 —2Acosx+A2K _ w

Pour |\ < 1,
/ f(z)dz =2
0

Pour |[A] > 1,
2

/0 fin(z)de = W

Exercice 15 : [énoncé]
La fonction x +— In(1 + tanz) est définie et continue sur [0, /4] donc I existe.
In(1+ tanz) = In(cos  + sinz) — In(cosz) et cosz + sina = v/2cos (I — ).

Ainsi P /s
1 2 ™ ™
1="" +/ In cos (I — x) dx 7/ In(cos z) dx
8 0 4 0
or
w/4 - /4
/ In cos (a: - 7> dez = / In cos(t)dt
0 4 t=%—z 0
donc 19
;T
8
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Exercice 16 : [énoncé]
a) On reconnait une forme u'e*

1
/tet2 dt = §et2 + Cte

b) On reconnait une forme u'u
Int
/ 2Pt = ln £)2 + Cte

¢) On reconnait une forme u'/u

dt

te
Tt =In|lnt|+C

Exercice 17 : [énoncé]
a) C’est une forme v'u donc

1
/cos tsintdt = 3 sin?t 4 O
b) C’est une forme v’ /u donc

/tantdt = —In|cost| + C™

c) On se raméne & une forme u'u? via cos?t = 1 — sin? ¢

1
/cos3tdt:/cost—/costsinZt:sint—gsingt—i—Cte

Exercice 18 : [énoncé]
Dans chaque cas on reconnait une forme u’f(u)

a) flj_%dt: $In |1+ 3 + C' sur |—o0, —1[ ou |1, +oo].
f\/%ﬁ t=+v1+t2+C% sur R.
c) [ o dt = 1 arctant? + C' sur R.

Exercice 19 : [énoncé]
a) En isolant partie réelle et imaginaire

/ dt _1/ dt __Z,/t—i-idt
it+1 i) t—i 2 4+1

puis

dt
/it+1 = arctant — 21 n(t? +1) + C*

/et costdt = Re (/ e(1+i)tdt)

/e(1+i)t Q= 1 (Dt rte
1471

b) On observe

et

donc

ot
/e costdt = 5 —(cost +sint) + C*®

/tsin tetdt = Im (/ te(1+0t dt)

et par intégration par parties

/te(lJri)t qf — t+i(21 t) S+t | e

¢) On observe

donc

t
/tsintetdt = eE(tsinH— (1 —t)cost) + C*

Exercice 20 : [énoncé]
On peut écrire

1 t—a+ib t—a w b
t—A  (t—a2+02 (t—a2+b2  (t—a)+b2
or
/t_iadt:lln’(t—a)Q—&-bQ‘+Cte:1n|t—)\|+0te
(t —a)?+ b2 2
et

—4 L gte

/ Ldt — arctan t
(t—a)? + b2 -

puis la formule proposée.
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Exercice 21 : [énoncé]
a) Par intégration par parties

1, 1 1, L, te
/tlntdt— 2t Int /2tdt— 2t Int 4t +C

b)Par intégration par parties

/t tan ¢ dt 1t2 tan ¢ 1/ £ dt
arctan = = arctant — — S um——
2 2/ 1+¢

puis en écrivant

A L]
241 1+¢2
on obtient
/tarctantdt = % ((#* + 1) arctant — t) + C"®

c) En écrivant sin®¢ = 1 — cos? ¢
/tsin3tdt: /tsintdt—/tsintcos%dt

/tsintdt =sint — tcost + C*

D’une part

D’autre part, par intégration par parties

1 1
/tsintcothdt = —gtcos3t+ g/cosgtdt

avec

1
/0053 dt = /costdt — /costsin2 tdt =sint — 3 sin®t
Finalement

2 1 1
/tsin?’tdt = gsint—tcost—i— gtcosgt—f— §sin3t—|—Cte

Exercice 22 : [énoncé]

Par intégration par parties

a) [(t2—t+1)e tdt = —(t2 +t+2)e” ! + C°.
b) [(t —1)sintdt =sint + (1 — ¢) cost + C*.
) [ (t+ 1)chtdt = (t + 1)sht — cht + C*©.

Exercice 23 : [énoncé]
Par intégration par parties

a)

1 ) gurl 1 2t2
In(1+t*)dt = [tIn(1 + ¢ — —dt
/0 n( + ) [ n( + )] 0 /O 1+ t2

En écrivant

2t _ 2
1+82 7 1+4¢2
on obtient
1
/ln(1+t2)dt:1n2—2[t—arctant]é:1n2—2—|—g
0

b) Par intégration par parties

e 1 e 1 e ntl 4 q
/t"lntdt: —— " nt ——/ prar =" 2
1 n+1 . n+1/; (n+1)2

c¢) Par deux intégrations par parties

™ ™ ™

/‘gmmowzugmmm{—/ ammﬂ&:—ﬁmdef—/ sin(In ) dt
1 1 1

donc

e’ 1 e 41
/ sin(lnt) dt = — = [tcos(lnt)]S = S
. 2 2

Exercice 24 : [énoncé]
Par intégration par parties

a)

1 1
t
/arctantdt:[tarctant}é—/ ﬁdt:z—
o o 1+t 4

b)

1 m™ In2
[ln(l +t2):|0 = Z - 7

N —

1/2 t T 1/2 T V3
L a==T [\/1—t2] S
o V1—1¢2 12+ 0 12+ 2

1/2 o
/ arcsintdt = [tarcsint], " —
0
c)

1 1 42
1 1 t 1
/tarctantdt:f[tzarctanﬂ(l)f*/ 7dt:577[tfarctant](1):zf
o 2 2 ), 1+ 8 2 4

| =
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Exercice 25 : [énoncé]
Par intégration par parties
2t?

1 1
In(1 + 2)dt = [tIn(1 + 2 1—/ dt=In2+ 2~ —2
/On( +t7) [n( + )]0 0 1+1¢2 n +2

Exercice 26 : [énoncé]
Ecrivons

b b
/ Q2TI () qp — ?Et; Q2T gy
a a t

Par intégration par parties

2mf(t) b f”(t) )
227rf(t 247 f(t)
[ o= [w’(t)L* i |,

Quitte & considérer —f, supposons f” >0
b b
f//(t) 2im f(t) d f”(t) dt = 1 _ 1
[ Fape v < | = 7@ - 7w

f () Q2T F() g
t

et donc

[ PN S 1}
1F@F 1@l fla)  f(b)

Selon le signe (constant) de f’; le terme en f/(b) ou le terme en f’(a) se simplifie
et on obtient

!
f'(t) 21O g <
(t)

Exercice 27 : [énoncé]

a)

2udu 2du
= = 2arctanu + C* = 2arctan vVt + C*®
/\/Jﬂ/ u= /u+u3 /1+u2
b)

/ﬂ _ / ue du :/ udu :lln(1+u) C’te:; (1 + In2¢)+Cte

Exercice 31 :

t+t(Int)? u=lnt | e* + evu? 1+w? 2

)

e?tdt wdu 1
g1 = /1= du =u —1In(1 te _ ot _1n(] + of te
/et+1u:et/u+1 / I n(l+u)+C*=¢" —In(l+e")+C

Exercice 28 :

[énoncé]

Par le changement de variable u = v#2 — 1

Exercice 29 :

a)

c)

/

Exercice 30 :

a)

d¢

/

[

e
/1 t\/lnt—|—1u Int \/u—|-

et + 1 u=et

/2 1 /2 -
21 —t2dt = / sin? u cos® udu = Z/ sin? 2udu = —
0 0

Int
—dt
Vi

/t\/ﬁi /u2—|—1 arctan(y/t2 — 1) + C**

[énoncé]

/C dt B /1 du 7
L tHt(nt)2 u=mnt fo 1+u2 4

d — [2Vut1], =2(vV2 - 1)

u(lu+1 u u+1

= / (du):/ 11 du=[Inu—In(u+1)]{ = In2-In(e+1)+1
1 1

[énoncé]

t=sinu 4

1 /2 -
/ V1—t2dt = / cos? udu =
0 0

t=sinu

16

V2
:\// 21nu2du=4[ulnu—u]1/§=2\/51112—4\/5—&—4

[énoncé]

a) Par le changement de variable v = 7/4 — ¢

/Oﬂ/4lncostdt/0 —In cos (g—u) du:/oﬂ/4lncos (g—t) dt

/4
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b) On a
/4 /4
/ In(1+ tant)dt = / In(cost + sint) — Incostdt
0 0
or -
cost + sint = V2 cos (Z —t)
donc

/4 /4 In2
/ ln(1+tant)dt:/ In v/2 4 In cos (%ft)flncostdtzwé1
0 0

Exercice 32 : [énoncé]
a) Par le changement de variable z = § — ¢ on a

™2 cost ™2 sint
——dt = —dt
/0 cost +sint /0 cost +sint

w/2 . /2 . w/2
cost sint

/ — dt+/ — dt:/ dt =

o cost-+sint 0 cost +sint 0

/”/2 cost dt—/ﬂ/Q sint g
o cost-+sint  J, cost-+sint 4

b) Via le changement de variable ¢t = sinz (avec x € [0, 7/2])

Or

[V

donc

PP

/1 dt /”/2 cos T d
—_— — —_—dAr =
o V1I—t2+1¢ 0 cosz + sinx

Exercice 33 : [énoncé]
Par le changement de variable t =a+ b —x

b b
/xf(:z:)dx:/ (a+b—1t)f(t)dt
donc

Q/Gbxf(x)dx: (a+b)/abf(a:)dx

Exercice 34 : [énoncé]
a) Par le changement de variable u = m — ¢, on obtient

I:/Owtf(sint)dt:/OF(W—u)f(sinu)du

et donc

2[:/7rtf(sint)dt+/7r (wfu)f(sinu)du:W/ﬁf(siHU)du
0 0 0

puis l'identité proposée.

b) En observant cos?” z = (1 — sin?

x)™, on peut appliquer la relation précédente

In: z/ﬂ- 5 SiHQn(x) dx
2 Jo sin®™(x) + cos?™(x)

En coupant l'intégrale en /2

w/2 s.2n T s2n
I = m / _ sin”"(x) da Jr/ _ sin”"(x) d
2 1 Jo sin®™(x) + cos?™(z) =/2 Sin“" () 4 cos?" (x)

En procédant au changement de variable y = m — x dans la seconde intégrale

I /”/2 sinzn(x)
n — T
o sin®?(z) + cos?"(z)

Enfin, en procédant au changement de variable y = 7/2 — z, on observe

I = /”/2 cos®" () da
" o sin®"(z) + cos?"(x)

et on en déduit

o — /”/2 sin®" () do + /Tr/2 cos®™ (z) de| = ™
" o sin®*(z) + cos?"(z) o sin®"(x) + cos?"(z) 2

Finalement

Exercice 35 : [énoncé]

a) L’étude des variations de ¢ : x — 322 — 223 est facile et I'on obtient
x| -1/2 0 1 3/2 |
pz) [ 1 N0 T N 0|
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b) On remarque En particulier

<p<;+sint>:;+;sin3t I(1/a,a) = I(a,1/a)
alors que par échange des bornes
car il est connu que sin3a = 3sina — 4sin® a.

On a alors I(l/a7a):—f(a’1/a)
1 /6 1 1
/ f(32?% — 223) dx = / f ( + —sin 3t) costdt On en déduit
0 r=gtsint) e \2 2 I(1/a,a) =0
t
¢ 3/2 /2 1 1 b) En procédant aux changements de variable proposés
/ f(322 — 22%) dx . / f ( + —sin 3t> costdt
-1/2 w=gtsint ) pja” \2 2 b+1/b b/(b*+1)
Par le changement de variable u = 3t, I(a,b) = /a+1/a v\/in / (0241) m
L, s AT | u
/ f(3z —QZC)dJ}:*/ fl=+=sinu)cos—du et donc
0 3 —m/2 22 3 1 b/(b%+1)
I(a,b) = — [arcsin \/it}
et V2 a/(a2+1)
3/2 1 3m/2 1 u
/ f(32% = 22%)da = §/ f (2 + 5 sin u) cos 3 du c¢) Le changement de variable v = 2 + 1/x n’est pas bijectif quand z parcourt
—1/2 —37/2 10, +00[ mais dans les calculs précédents, il était possible de I'exploiter sans
En découpant cette derniere intégrale en trois et en procédant aux changements exprimer x en fonction de v. L’hypothese a,b > 1 n’a donc pas été utilisée dans
de variables affines v = —m — u, v = u et v = ™ — u, on obtient I’étude qui précede et donc le résultat proposé se généralise immédiatement.
3/2 , 1™ /1 1 -
/ f(3x272:1:‘3)dx:7/ f<+sinv> <cosv+ﬂ+cosv+cosv W) dv
—1/2 3/ xp2” \2 2 3 3 3 . , ,
Exercice 37 : [énoncé]
Enfin, en développant a) Via x = cost
3/2 9 /2 1 1 - . 1
/ f(3:v2—2m3)dx=f/ f(—l—sinv)cosvdv / Lﬂtdt:/ dxl[amtanx} -
Y 3 ) rpp” \2 2 3 0 3+cos?t 13422 V3 V3 33
puis la relation demandée. b) Via o = Vi
V2
. Y . 2d
Exercice 36 : [énoncé] - = / o [In(1 + 2x)n/§ =In(1+2v2)—1n3
a) Par parité de la fonction intégrée, on a 1 VE+2t 1 1422
I(-b,—a) = I(a,b) c) Vinx =1/t
Par le changement de variable u = 1/¢, on obtient 2 1n(1 4 1) — lnt 1/2 2 7 3 1
, L1 1 t—th:_ In(z +1)dz = lnxdx:§1n2—§ln3—§
- % —dt
rja1m = [ e = I(a.b) ! ! e
o (1+%)/1+ 4
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Exercice 38 : [énoncé]
On réalise le changement de variable ¢t = tan 5 pour lequel sinz =
On obtient

V3 ot 27 /3 1 z
/0 arcsin (th> dt = /0 5 arcsin(sin z) (1 + tan? 5) dz

On simplifie

2t
14+¢2 "

arcsin(sin z) = x pour z € [0,7/2]

et
arcsin(sinz) = m — x pour x € [7/2,27/3]

/2 z
/ T (1 + tan? 7) dx
O 2

par intégration par parties sachant

Enfin on calcule

d
e (2tan 2) = 1+tan25

ce qui donne

/2 217/2 /2 x
/ (1—|—tan 7) dx = [2xtan f} —/ 2tan — dz
0 2 0 0 2

puis
/2 /2
/ x(l—&—tanQ{) dx:ﬂ—&—[élln‘cosgu =m7—2In2
0 2 RN

et de méme

271‘/3 2
/ (71—3:)(1—|—tan2§> dx:7%—|—21n2—ﬂ'
w/2

Au final, on obtient

Exercice 39 : [énoncé]

On introduit F' primitive de f sur R.

a) g(z) = F(2?) — F(2x) est C* par opérations et g ( ) = 2a:f( ) —2f(2x).
b) g(z) = z(F(z) — F(0)) est C' par opérations et ¢'(z) = [ f(t)dt + zf(z).
c) g(x = fzz f(u)du = F(2z) — F(x) est C! par operatlons et

g(x)
g'(x) = 2f(2z) — f(x).

Exercice 40 : [énoncé]
a) o est continue sur R done f(x) existe.

—2x 2x
ht h
Vr € R*,—z € R* et f(—x):/ St dt u—:ﬂs_/ %du:—f(x)

—T

Ainsi f est impaire.
b) ¢ est continue donc posséde une primitive F. Comme f(z) = F(2z) — F(z) f

est dérivable et
sh2x — shx

T

fiz) =
pour x € R* et f/(0) = 1.

¢) Pour tout z > 0, on a sh2x > shz donc f’(z) > 0. Ainsi f est croissante sur RY.
Puisque

h
flx) 2/ Hdt—shacln?

on a f(z) = 400 quand z — +oo0.
On compléete le tableau de variation par parité.

Exercice 41 : [énoncd]
a) En découpant U'intégrale en deux

F(az):/oxtf(t)dt—kx/ Ft)dt

On en déduit que F' est dérivable et

F() /f )t — xf(x /f

Finalement F est de classe C? et F"(z) = —f(z)

b) F’(1) =0 donc
u 1
- [ rwae= [ s
Puisque F(0) =0, on a
F(x) z/omF’(u)du:/Ox/ f(t)dtdu
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Exercice 42 : [énoncé] c¢) Sachant
a) En développant / L0y dt = 0
f(z) = / (sinx cost — cosxsint)g(t)dt = sina?/ costy(t) dt—cosa:/ sintg(t)dt  on peut écrire
0 0 0 1 /T
/ _ = / gl
f est donc dérivable et Fi(x) = 212 /_xt<f (8) = f(0)) dt
x ® z En posant
fl(x) = cosa:/ costg(t)dt + sinx/ sintg(t)dt = / cos(t — x)g(t)dt M, = sup |f'(t)— f(0)
0 0 0 te[—x,x]
b) f/ est dérivable et on a alors
* 1
® ® : F'(2)] < 72/ (M, dt = S0,
f'(x) =— sinx/ cos tg(t)dt+cosx/ sintg(t)dt+g(z) = —/ sin(x — t)g(t) dt+g(x) 22° ), 2
0 0 0

Or f’ est continue en 0, donc M, — 0 puis
done f"(z)+ f(z) = g(x). w0

c¢) C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 & coefficients constants. F'(x) — 0

Solution homogene y(z) = Acosx + psinx. v=0

Solution particuliere y(z) = f(x). En vertu du théoréme du prolongement C', on peut affirmer que F est dérivable
Solution générale en 0 et F’(0) =0.

xT
y(z) = Acoszx + pusinx + / sin(z — t)g(t)dt
0 Exercice 44 : [énoncé]
Puisque continue, la fonction f admet une primitive F' sur R et

Exercice 43 : [énoncd] Y(z,y) € R? f(x) — f(y) = F(2y +z) — F(2x + %)
a) Soit f une primitive de f.
Pour y € R fixé, on obtient

Fl) = D IED_T@ IO JOZTED o) = g0 Froo f) + F(2y+ ) - Fa +y)

On prolonge F' par continuité en 0 en posant F(0) = f(0). Puisque la fonction F est de classe C!, on obtient que f est de classe C! et
b) F est dérivable par opérations et
f(z) = f(2y +2) —2f (22 +y)

z)+ f(—zx 1 ¥
Fl(z) = fa) ¢ Fizz) / f(t)dt En dérivant cette relation en la variable y, on obtient

2z 222

—T

— / /
Par intégration par parties 0=2f"(2y +=)—2f(2z +y)

x . v et donc
[ roa=pror. - [ o f'ey+ ) = /2w +y)
et on peut donc simplificr Puisque pour tout (s,t) € R?, il existe (z,y) € R? vérifiant
1 z 20 +y=-s
/ /
F(a:)zﬁ ﬂ:tf(t)dt r+2y=t
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on peut affirmer que la fonction f’ est constante.

On en déduit que la fonction f est affine.

Par le calcul, on vérifie que, parmi les fonctions affines, seule la fonction nulle
vérifie la relation proposée.

Exercice 45 : [énoncé]

a) Soit x €]0,1[, [z, 2?] C]0,1[ et t — - est définie et continue sur ]0, 1[ donc
dt

o(x) = f;Z L existe.
Pour t € [1:2,96],

1 < 1 < 1
Inz Int  lnz2
donc
2 —x 2 —x
In 22 (r) < Inz

Quand x — 0T, ¢(z) — 0.

On a aussi ,
Totdt
Lp(x)_/x tint
donc
/x 2 dt () /x xdt
ottt 7 . tint
or

2
vode 2
—— =[In(lnt)]? =In2
Quand z — 17, p(z) — In2.

Finalement ¢ peut étre prolongée par continuité en 0 et en 1.

b) Soit F une primitive de - sur |0, 1[.

On a ¢(z) = F(2%) — F(z) ce qui permet de dériver ¢ et d’obtenir

rz—1

/ —
SD(‘T)_ Inz

s 1z s - . D
L’intégrale [; fn—; dx est définie car on vérifie aisément que la fonction intégrée
peut étre prolongée par continuité en 0 et en 1 et on a

/ v 1 doz = [@(x)](l) =In2
0

Inx

Exercice 46 : [énoncé]

a) La fonction f est définie sur |0, 1[ U |1, +o00[ car pour chaque = dans ce
domaine, la fonction ¢ — 1/Int est définie et continue sur le segment d’extrémités
z et 22 car 1 0’y appartient pas. Pour z € ]0,1[, on a pour tout ¢ € [2?, z],

2Inz < Int < Inx puis par encadrement d’intégrales

LL'Q—.’L' 1’2—(13‘

< flz) <

2Inz Inx
et donc f(x) —— 0.
r—0t

L’encadrement est identique pour = > 1 ce qui permet d’affirmer
flx) —— +o0 et f(a)/z —— +o0.
r—r+00 Tr—+00

IL‘Q t
f(ﬂﬁ)z/gC g &

et par encadrement du ¢ du numérateur par = et 2, on obtient f(z) encadré par
xl(x) et 221 (x) avec

On peut aussi écrire

2
*oodt
I(z) = / i [ln|1nt\]i2 =1In2

d’ou f(z) — In2.
r—1

b) On introduit H primitive de ¢ — 1/Int et on démontre que f est de classe C!
sur ]0,1[U]1, ool avec f'(z) = £=L. Cette dérivée étant de classe C>, on conclut
que f est C* sur ]0,1[U]1, +oo[. On prolonge f par continuité en 1 en posant
f(1) =1n2 et puisque f’(x) - 1, la fonction f est de classe C! sur ]0, +oo[ avec

f/(1) = 1. Par développement en série entiére h — w est C* au voisinage de
0 donc = +— % est C* au voisinage de 1 et par passage a 'inverse z — f'(x) est
C® au voisinage de 1. Finalement f est C* sur |0, +oo[. Le calcul de f”(z)
permet de justifier que f” n’a pas de limite finie en 0 et donc f ne peut étre
prolongée en une fonction de classe C* au voisinage de 0.

c) f est croissante, convexe, branche parabolique verticale en +o0o, tangente

horizontale en 'origine.

Exercice 47 : [énoncé]

a) La fonction ¢ — €'/t est définie et continue sur ]0, +oc[, elle y admet donc une
primitive F'.

Pour z > 0, on a [z, 2x] C ]0,4o00[, donc I'intégrale définissant f(z) existe et

f(z) = F(2r) - F(x)
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Puisque la fonction F est dérivable, la fonction f 1'est aussi et

e*(e” — 1)

J'(z) = 2F(22) - F'(a) =

L’étude pour z < 0 est similaire en considérant ¢ + e’/t définie et continue sur
]—00,0[ D [2z, z].

b) Pour z > 0,
Vi € [z, 27],e” < ef <e**
donc
e’In2 < f(z) < e**1n?2
puis

In2
fl@) —pn

L’étude est analogue en 0~

Exercice 48 : [énoncé]
a) Par le changement de variable u = —¢, on obtient que f est paire.
b) Pour tout = > 0, on a

ch 2z
t

h ht
Vt€[$,2x],¥<%<

En intégrant, on obtient
chz.In2 < f(x) < ch2z.In2

et on en déduit

f(z) — In2

¢) La fonction ¢ — cht/t est continue sur |0, 400 donc y admet une primitive G et
puisque f(z) = G(2z) — G(z), on obtient que f est de classe C! sur ]0, +oo] et

/oy ch2z —chx
fllw) = S
De plus
!/
F@) =50

donc, par le théoréme du prolongement C',f est de classe C' sur R*.
d) Puisque f(z) > chz.In2, f présente une branche parabolique verticale.

Exercice 49 : [énoncé]
a) On a

1 xr
ofa) = £0) = 1 [ 10— )
Pour £ > 0, il existe a > 0 vérifiant
ol < 0= 17(z) ~ f(0)] < &

Par suite, si |z| < «, pour tout ¢ compris entre 0 et z, | f(t) — f(0)| < € puis par
intégration, |g(x) — f(0)| < e. Ainsi g(x) — £(0). On pose g(0) = £(0).
x

b) Par opération, g est de classe C! sur R*.

g@) == [ seae+ I

T

Procédons a une intégration par parties,

/0 () dt = of(z) / L (1) dt

On a alors ) .
§(x) = — / L (1) dt
0

x2

De facon semblable & ce qui précede, on obtient

1
J(x) — 5 '0)

Ainsi la fonction continue g est de classe C! sur R et

J0) = 3 £/0)
Exercice 50 : [énoncé]
Posons 9
v dt
ro - [
P 142241
On a

2x x
dt dt
F(z) = / I / _
o VIi+e2+tt Jo VI+t2+t4
ce qui assure que F' est définie et de classe C* sur R.
Le changement de variable t = —u assure que F' est impaire.
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Par dérivation de primitive est définie et continue sur |1, z] et
2 1
F'(z) = — Flt)~ 1
VI+ @222+ (220)T Vita?+at VN =

En réduisant au méme dénominateur et en multipliant par la quantité conjuguée,
F'(z) est du signe de

donc F'(x) existe.
F est primitive de la fonction continue f sur |1, +oo[ donc F est C! et

41+ 2 +2*) — (1+ (22)? + (22)*) = 3(1 — 4a*) F'(z) = f(2).
Comme f est C*, F est finalement C* et sur |1, +o0|
F' est donc croissante que [O, 1/ \/5] puis décroissante sur [1 / V2, —i—oo[

En 0, le graphe de la fonction passe par l'origine avec une tangente d’équation F'(z) = L

y==x. - .'173—1

Quand z — +o0, b) F est continue en 1 et F'(x) — oo Tangente verticale en 1.
r—

2x
0< F(z) < dt = r 0 ¢) V13 —1 < t3/2 donc
« Vi+ta?+at Vit az2+at
et donc F tend vers 0 en +o0. F(z) > a =2/ -2 — 400
1 \/E T—r+00

“'4-. donc F(x) = —+00.

d) F est continue et strictement croissante sur [1, +oo[ donc F' réalise une

] bijective de [1, +oo[ sur [0, +00l.

.2- F réalise une bijection de classe C* de |1, 4o0[ sur |0, +oo[ avec F’(x) # 0 donc
- F~=1 est C* sur ]0, +o0.

1 (F~1)3 -1
—1y/ _ _
E) = Fopt =
-1 T X 1 donc F~! est solution de 1’équation différentielle considérée.

e) F~1 est continue en 0 et F~1(0) = 1. En vertu de la relation

_“_2_ (Ffl)/ _

on obtient

4.4

F~1 est donc dérivable en 0 et (F~1)(0) = 0.
Exercice 51 : [énoncé] E)xercwe 52 : [énoncé]
a
a‘) n n 1
t t n 1 1 / dt m
= = —_— = —
I VB -1 -0 +1t+1) ,;ﬁﬂf? n;l—i—(lﬂ/n)Q notoo Jo 1412 4
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b)

- k 1 & k/n Loy 1
22 2:72 QHHOO/ dz =5 In2
n?+k n 1+ (k/n) + 0o 1+ 2

k=1 k=1

c)

n

- 1 1
= — V142
Z:: n2+2k:n nz\/1+2k‘/n n—+o0 / \/1+2x [ T

Exercice 53 : [énoncé]

On peut écrire
S - f 17L \/?
w=nv| DXy
k=1
I B 1 k
nzﬁ:nzf(n)
k=1 k=1

avec f : ¢+ +/t définie et continue sur [0, 1].
Par somme de Riemann

a2 (3) = [ o

Sp ~

1
t3/2 _2
0 9

donc
n3/2

00\[\9

Exercice 54 :

On a

[énoncé]

CONEANIEES iy k
1n<(n"n' nz (In(n + k) — lnn)—nzm 1+n

La fonction  — In(1 + ) étant continue sur [0, 1], on obtient

1n<(ff73;) ) — /011n(1+x)dx_21n21

1
2n)\» 4
% —
(n"n! e

3=

On en déduit

=v3-1

Exercice 55 : [énoncé]

puis

Exercice 56 : [énoncé]

Pour z > 0, z — $2® <sinz < x donc [sinz — x| < Mz® avec M = 1/6.

On a alors ,
.k k k M
Sln?_ﬁ Mﬁ E
donc
- [k - E\ k M
ZSIH<H>SIH(77,2)_ZSIH(H>HQ <ﬁ_>0
k=1 k=1
Or
" kE\ k
Zsm il i tsintdt
n)n
k=1
donc
Zsm — |sin| — —sinl —cos 1
n n
k=1
Pour z > 0, x — %m?’ < sinz <  donne aussi ‘singx—aﬂ < M'x* avec M’ =1/3.
Ainsi
- 1 M’
Zsm Zié——ﬂ)
k+n P 1k+n Pt (k4 n)? n
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Or

-3 o [ e
“1+k/n l+z

" 1

.2
E sin® —— — 1In2
P vVk+n

donc

Exercice 57 : [énoncé]

On a
1)z sin
fi(z Zcos kx = cos w sm;
k=1 2
donc
T
x =
"o+l
Par suite
fn(xn) = L =
k=1 k n+ 1 =1 n+1

Exercice 59 : [énoncé]

La division euclidienne de n par k s’écrit

et donc

puis

n = [n/k] k + r(k)

n—r(k) =k[n/k|

i

ce qui fait penser & une somme de Riemann associée & la fonction f : ¢ — ¢ [1/t]
définie et continue par morceaux sur ]0, 1]. Bien qu’elle soit prolongeable par
continuité en 0, ce prolongement n’est pas continue par morceaux sur [0, 1] (il
n’existe pas de subdivision finie du segment [0, 1] qui soit adaptée) et ’on ne peut
donc pas employer directement le théoreme du cours relatif aux sommes de
Riemann : cela va nous obliger a un petit découpage. ..

Soit N € N*. On peut écrire

Or la fonction ¢ — sin(wt)/¢ peut étre prolongée en une fonction continue sur [0, 1]

donc par somme de Riemann

ful®n) — /01 Lnim) dt

Exercice 58 : [énoncé]
On peut écrire

1

Un =3 ; A3 26/mp ~ m2on

avec
n

1 1
Sn = E}; (1+2k/n)3

Par les sommes de Riemann, on a

S /1 a1 b2
"onotoo Jo (14203 | 4(1+262], 9

On en déduit

D’une part

U s

[n/N] n/N]

> 2 [7l|<

=1

/N] 1
Zl Sy

et d’autre part, par les sommes de Riemann

v
n —[n/N]

n

kn !
E I:E:| n—-+o0o /1/Nt[1/t] dt

k=[n/N]+1

Par le changement de variable u = 1/t

1
/ ‘
1/N

puis

1
/ £/ d
1/N

/4] dt:/lNgj;]du:g:/kaBdu

k=1"k

N
1 1 1 1 1
2k§<k+1 k+1+k)_221<:2
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et 'on remarque que

1311 2
— R— % —_
2 £ k? Nooo 12
[e.e]
En choisissant N assez grand pour que 1/N < ¢ et % > k% <e,ona
k=N+2
2 n—[n/N 1 N krn 2 n/N] n?
i PP 74 ST PN Tk
12 n n — [n/N] n Lk 12 n 12
k=[n/N+1]

Puis pour n assez grand

“+oo
B 7 ( 3 ]:2+€>+[n21\r]7r2

n
k=N+2

vniﬁ

ce qui donne
2

’Un_ﬁ

Finalement v,, — 72/12 puis u,, — 1 — 72/12

2

<et2 46
<e424+e—
12

Exercice 60 : [énoncé]
a) Par somme de Riemann

2n n 1
Z 1 lz 1 dt
p:n+1p nk:l 1+E 0 +

b) Par somme de Riemann

2n

1 ol 1 /1 dt
— = e T L =0
Z e "= (1+5)° . o (L+1)"

p=n+1

¢) Sachant pour z > 0

23
T — 3 <sinx <z
on obtient
i _ (1) o _1 o
sin{ — ) — -1 < = —=
p=n+1 p p=n+1 p 6 p=n+1 p

et donc

2n 1 2n

lim sin <) = lim —=1In2
n—-+oo p n—+oo p
p=n+1 p=n+1

Exercice 61 : [énoncé]

a) Les deux polynomes de ’égalité sont unitaires, de degré 2n et ont pour racines
les racines 2n-itme de I'unité car les racines du polynéme X? — 2X cos(km/n) + 1

sont les etikm/2n

b) Par les sommes de Riemann,

n—1
" k

/ In(a? — 2acost +1)dt = lim T E In(a® — 2acos % +1)
0 k=1

n—+oo n

Or

n—1

k -1
z g ln(a2—2acos—7r+1)zzlna
n n n

a? -1

2n
Si la| < 1 alors Z1In1=2— — 0 et donc

/ In(a® — 2acost +1)dt =0
0

2n

Si la| > 1 alors Z1n =%+ — 271Ina| et donc

—a

/ In(a® — 2acost 4+ 1) dt = 27 In |a
0

Exercice 62 : [énoncé]
C’est du cours.

Exercice 63 : [énoncé]
Par la formule de Taylor avec reste intégral :

1 T (x—t)
sing = — —a° +/ =t cos(t) dt
0

3! 4!
or . .
T (x—1t) x
0< - t)dt < —
/0 s dEs 355
donc

1 4 3 I 5

r— -z’ <sinz<x—-2°+—

6 6 120
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Exercice 64 : [énoncé]

Soit z € T

Casz=a

N’importe quel ¢ convient.

Cas x> a

Par la formule de Taylor-Laplace

"L R (g T(x—-t)"
f<x>=Zf @) (p a1 / @O i (4 ay
k=0 a

k! n!
Posons
m = ?111]1 f(n-‘rl) et M = I[na>]< f(n+1)
On a - B
_ n x _Hn - "
m% g/ Mf(rﬂrl)(t) dt < M%
(n+1). a n! (n+1)

En appliquant le théoréme des valeurs intermédiaires & f("**1) il existe ¢ € I tel

que »
/a (z ;!t) f(n+1)(t) dt = f(n+1)(c) (l;n—f)l)!

Casz <a
Semblable

Exercice 65 : [énoncé]
En appliquant la formule de Taylor reste intégrale a la fonction x +— e* entre 0 et

x on obtient :
k x n
—t
+/ (z—*) e’ dt
0

T
k!
/ Metdt‘
0 n'
Sixz > 0 alors

o
3
Il
(7=

S
I

0

donc
k

"
em—g —| =
k!
k=0

T _\n T _\n T _\n n+1,z n+1l |z|
[Om ] [ O g [ g e
0 n! 0 n! 0 n! (n+1)! (n+1)!

Si 2 <0 alors

/m =" gy = /O =) gy < /O (=) g, lal™
0 n! . = e n! (n+1)! ~

o] el

(n+1)!

On aurait aussi pu appliquer directement 'inégalité de Taylor-Lagrange a la
restriction de f sur [— |2, |z|].

Quand n — 400,

|x|n+1 e|x‘

(n+1)!

n
. ok
lim E — =
n— o0 k!
k=0

—0

donc

Exercice 66 : [énoncé]
La fonction f : 2+ In(1 + x) est définie et de classe C* sur R avec

(=1)F 1k —1)!

f(k)(a:) _ (1 er)k

£(0) =0, f®(0) = (=1)*1(k — 1)! pour k > 0 et [f("*D(z)| < n! = M sur RY.
Par I'inégalité de Taylor Lagrange :

n
f(k)(o) L Mg+t
- <
|f(”3) kZ:O K|St
Pour x = 1, on obtient :
n
( 1)]671 1
In2— < 0
" Z k n+1 -
k=1
donc .
— (! 11 —1)n!
Gt P R S VIO ) In 2
P k n n—-+o00
Exercice 67 : [énoncé]
Considérons la fonction f : ¢t — In(1 +¢).
f est de classe C*, f(0) =0,
1)1k —1)!
Yk > 1 ) (1) = (—
S0 =

donc
F®0) = (=) (k- 1)

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 30 avril 2015

Corrections

32

Sur [0, 1], |f(”+1)(t)| < n! donc 'inégalité de Taylor Lagrange donne
n! 1
< =
n+1)! n+1

n_ (k)
‘f(l) 1o~y 0
k=1 ’

ie.

d’ot

Exercice 68 : [énoncé]
Si f est solution alors f est de classe C? et par la formule de Taylor
reste-intégrale :

Vo € [0,1], f(z) = F(0) + 2'(0) + / @0 dt = 2f (0) + / " (@ — g(t)dt

Or f(1) =0 donc f/(0) = fol (t — 1)g(t)dt puis

f(@) :x/o (t—l)g(t)dH—/O (x — t)g(t)dt
Inversement, considérons f définie par :
f@) = [ (=Dgat+ [ @ ngt)ar
On a f(0) = f(1) = 0. De plus
flx) = x/o (t— 1)g(t)dt+x/0 g(t)dt —/0 tg(t)dt

donc f est dérivable et

f@) = / (t — Dg(t)dt + / " g0yt 4 2g(x) — 2g(a)

f est donc deux fois dérivable et

Exercice 69 : [énoncé]
En vertu du théoreme de Taylor-Young :

Flath) = f(a) + hf'(a) + 5h*F" (a) + ofh?)

donc
fla+h) =2f(a) + f(a—h) = h*f"(a) + o(h®)
puis
. f(a+h)—2f(a)—|—f(a—h)_ "
Ho 12 AL

Exercice 70 : [énoncé]
Par Taylor avec reste intégral

x+1
e+ =f@+F@+ [ @r1-0r 0

donc
@) < [f@)]+[f@+ 1)+ max |f({t)] ———0

r<t<ae+1 T— 00

Exercice 71 : [énoncé]

Par l'inégalité de Taylor Lagrange avec M = r[rla)]< e
0,1

(8) 0 bl (5)

Par suite
n k , M n ) M
— - < < =
S, Zan(o) \2n42k <5 0
k=1 k=1
or
"k, _n+1,
> 510 == —1'0)
k=1
donc
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Par le théoréme des valeurs intermédiaires, on peut écrire

A = cos(z6,) avec 0, € ]0,1]

Exercice 72 : [énoncé]

a) L’existence de 6 est assurée par le théoréme des accroissements finis.

b) Si deux réels 6 et 6’ sont solutions distinctes alors, par le théoréme de Rolle, f”
s’annule entre Oz et #’z. Or f”(0) # 0, donc il existe un voisinage de 0 sur lequel Quand x — 0, z6, — 0 donc
" ne s’annule pas et sur ce voisinage on a 'unicité de 6.

1
¢) Par la formule de Taylor-Young appliquée & f’ : cos(zl,) =1— 5;629926 + o(z?)

J(02) = 1'(0) + 205" (0) + o) puis L
R NY: BTN 920> 5
En substituant dans la relation initiale, on obtient S =2 6x + 12:8 0z + o(a”)

or
(@) = £(0) +2f'(0) + 220" (0) + o(2?) Sing = 7 — 2a® + a7 1 o(a?)

6 120

Or la formule de Taylor-Young appliquée & f donne donc 93 — 1/10 puis

0, —

s}

7(2) = FO) +27'(0) + 3a£(0) + os?)

On en déduit

. ) 15, ) Exercice 74 : [énoncé]
220 f"(0) + o(x7) = 5uf (0) + o(z7) a) Par la formule de Taylor Young :
Sachant f”(0) # 0, on en déduit § — 1/2 quand = — 0. "

Exercice 73 : [énoncé]
Par I'égalité de Taylor-Lagrange (hors-programme) :

Ve €10,7/2[,3¢ €]0,z[, sinx =z — éx?’ cos(§)

o) = @(0) + 29 (0) + -+ + — 0" (0) + o(a™)

o(x) = o(2™) entraine alors p(0) = ¢'(0) = ... = (™ (0) = 0.

En appliquant la formule de Taylor Young & ¢®), on obtient la conclusion.

b) 29(x) = p(z) = (") done h(z) = o(z"1).
2y’ (z) +1(x) = ¢'(z) = o(z"~*) donc ¢'(z) = o(a"?)
" (x) + 29" () = ¢"(x) = o(2™2) donc " (x) = o(x™3)...

i . Par le théoréme du prolongement C, la fonction v est de classe C" 1.
Le réel 0, = £/x convient alors ¢) On introduit

A défaut de connaitre ’égalité de Taylor-Lagrange, par ’égalité de Taylor avec

ez 2 n
reste-tntcgrale s (o t)? o) = f(x) - (f<o> 2 (0) + S O) e <"><o>)
sinx:a:—/ (x; ) costdt 2 "
0 ’ On a ¢(z) = o(z™) donc 1 est de classe C"~1 puis
Or pour t € [0,z], on a 1
cosz < cost < 1 g(z) = (z) + (f’(O) IS JTn‘ f(")(O))

avec inégalité stricte pour ¢ € |0, z[ donc
est de classe C" 1.

1‘3 x (.’L‘ _ t)2 :L‘3 d
FCOS$<A o1 costdt<€ ) f@)  f@) 1
i @) @ 9@
T (x—1t)? x3 avec ¢ — f(x)/x et x — g(x)/x qui se prolongent en 0 en des fonctions de classe
/0 51 costdt = )\F avec cosx < A < 1=cos0 cn—1.
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Exercice 75 : [énoncé]

Supposons
1 ¢ 1
[tz 1
c—a J, b—c /.
On a alors
b c b c c c
b—c b—a
[o=fas o< sei= =]
a a c a c—aj, c—aj,
Le cas

cia/acf< bic/cbf

est semblable et on peut conclure.

Exercice 76 : [énoncé]

(<) ok

(=) Si f: f =0 alors f:f = f; |f| donne fab [f(t)] — f(t)dt = 0. Or la fonction
|f| — f est continue et positive donc elle est nulle.

Le cas f; f < 0 est semblable.

Exercice 77 : [énoncé]

Montrons que 1’égalité proposée a lieu si, et seulement si, la fonction f est de
signe constant

Si f est positive alors |f| = f et donc 1’égalité a lieu.

Si f est négative alors |f| = —f et & nouveau 1’égalité a lieu.

Inversement, supposons
b b
/1¢/|ﬂ
a a

ffa[u

b
/iumn—ﬂmdx:o

Si f: f > 0 alors on obtient

et donc

La fonction |f| — f est continue, positive et d’intégrale nulle, c’est donc la fonction
nulle. Par suite f = |f] et donc f est positive.

Si fab f <0, I’étude en analogue en observant

b
[ 5@+ s@)de =0

Exercice 78 : [énoncé]
b b
I f] = s
On peut écrire [ f = rei? avec r = ‘f: f‘ et § € R.
—ib

Supposons

Considérons alors g : t — f(t)e
b b b b
Ona [ 'g= ‘fa f‘ € R donc [ g= [ Re(g).
Or |g| = |f] et 'hypothese de départ donne f: lg| = f: Re(g) puis
b
Ja 19l = Re(g) = 0.
Puisque la fonction réelle |g| — Re(g) est continue, positive et d’intégrale nulle,
c’est la fonction nulle.
Par suite Re(g) = |g| et donc la fonction g est réelle positive.

Finalement, la fonction f est de la forme ¢ — g(t)e? avec g fonction réelle positive.
La réciproque est immédiate.

Exercice 79 : [énoncé]
La fonction ¢ : t — f(t) — t est définie, continue sur [0, 1] et

/Olgp(t)dt:/olf(t)dt—;zo

donc ¢ s’annule.

Exercice 80 : [énoncé]
Posons

b
p= bia/ ft)dt

La fonction ¢ : t — f(¢) — p est définie, continue sur [a, b] et

b b
[ etde= [ swa—pio-a) =0
a a
donc ¢ s’annule.
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Exercice 81 : [énoncé]

Si fabg(t) dt = 0 alors g = 0 (car on sait g continue et positive) et le probléme est
immédiatement résolu.

Sinon, puisque f est continue sur le segment [a, b], elle admet un minimum et
maximum en des points c et d.

Posons m = f(c) et M = f(d).

Par positivité de la fonction g, on a

my(t) < f(t)g(t) < Mg(t)

donc ,
t)g(t)dt
S (GTTOL
S, g(t)dt
11 suffit alors d’appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires entre c et d pour
conclure.

Exercice 82 : [énoncé]
a) En exploitant la relation de Chasles, on peut écrire

b n—1 g1
50— / Fvgar =3 / ) - s a0

Soit € > 0. Puisque f est continue sur le segment [a, b], elle y est uniformément
continue et donc il existe a > 0 tel que

Vst € fayn],ls — ) <= |f(s) - fO] <e
Pour n assez grand, on a |(b — a)/n| < « et alors pour tout ¢ € [ak,ar+1] on a

|ar —t] < a donc |f(a) — f(t)] < e. On en déduit

b
S — / F(#)g(t) dt

n—1 apt1
<Z/ elg(t)| dt < eM(b—a) avec M = sup |g|
k=0 " ak [a,b]

Par suite

b
5o | f0attar

b) En exprimant l'intégrale a I’aide de la primitive G

n—1

S =3 flar) (Clarsr) — Clar))

k=0

En séparant la somme en deux, puis en procédant a un décalage d’indice sur la
premiere

n n—1
Su= > flar-1)G(ar) = > flar)G(ax)
k=1 k=0
puis en recombinant les deux sommes
n—1
S’n - f(a"rL—l)G(a'n) + Z (f(ak—l) - f(a'k)) G(ak) - f(GO)G(a'O)
k=1

Or G(ap) = G(a) = 0 et puisque la fonction f est décroissante et positive

n—1
Sn < flan—1)M + Z (flag—1) — f(ag)) M avec M = r{na;}qG
k=1 o

Enfin par télescopage
Sp < flag)M = f(a)M

De facon symétrique, on a aussi

Sy = f(a)m avec m = ?iﬁG

c¢) En passant a la limite ce qui précede, on obtient

b
flaym < / F@®)g(t)dt < fla)M

Si f(a) =0, le probléme est immédiatement résolu, sinon, ce qui précede affirme
que
1

b
a7 | S0atar

est valeur intermédiaire & deux valeurs prises par G et le théoréme des valeurs
intermédiaires permet de conclure.

d) Quitte & considérer —f, ce qui ne change rien au probléme posé, on peut
supposer que la fonction f est croissante. En appliquant le résultat précédent a la
fonction t — f(b) — f(t) décroissante et positive, on peut affirmer qu’il existe

¢ € [a,b] tel que

et il suffit de réorganiser les membres de cette identité pour former celle voulue.
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Exercice 83 : [énoncé]

a) La fonction G est continue donc I'image d’un segment est un segment.
b) 11 suffit de procéder & une intégration par parties.

¢) Puisque la fonction — f’ est positive, on a

b
m (1@~ fO) <~ [ FOGH <M (fa) - 1(8)

et donc

b
7M@+W@—mﬁ@</f@WMNJU@+W@—MU@
puis ,
mﬂ@§/ﬂwwﬁéMﬂ®

Ainsi, que f(a) soit nul ou non, il existe ¢ € [a, b] tel que

b
/.ﬂﬂmwdt=fWX%d

Exercice 84 : [énoncé]

a) fow f(t)sintdt =0 et t — f(t)sint est continue donc il existe a € |0, [ tel que
f(a)sina=01ie. f(a) =0.

b) Par absurde si f ne s’annule qu’une seule fois alors le tableau de signe de f
est de 'une des quatre formes suivantes

t 0 a s t 0 a s
f&)10 + 0 + Of[f@®)|0 — 0 — 0O
t 0 a T t 0 a T

FOlo + 0 — o|"[fHlo — 0 + 0

Les deux premiers cas sont a exclure car

/7T f(t)sintdt
0

est I'intégrale nulle d’une fonction non nulle de signe constant.
Les deux autres cas sont a exclure car

/Tr f(@t)sin(t — a)dt = cosa/Tr f(t)sintdt — sina/Tr f(t)costdt
0 0 0

est l'intégrale nulle d’une fonction non nulle de signe constant.
Absurde.

Exercice 85 : [énoncé]
Notons que 'hypothese initiale donne par linéarité que pour toute fonction
polynomiale P de degré < n

/bP(t)f(t) dt =0

Par I'absurde supposons que la fonction f ne s’annule pas plus de n fois et notons
z1 < ...<z, (avec p < n) les points ou f s’annule tout en changeant de signe.
On peut dresser le tableau de signe de la fonction continue f et affirmer que la
fonction

z— (z—x1)...(x —xzp) f(x)

est de signe constant. Or cette fonction est continue et d’intégrale nulle, ¢’est donc
la fonction nulle. Il en découle que la fonction f est nulle sur [a,b]\ {z1,..., 2}
puis nulle sur [a, b] par argument de continuité.

Exercice 86 : [énoncé]
Posons g(z) = f; f(t)sin(zt) dt.

b
(@)~ 9(0) = [ $0) Gsin(ot) — sinfyn) d
Puisque la fonction sinus est lipschitzienne
Isin(at) —sin(yt)| < |z —y|[¢]

donc
b
|¢@—g@n<u—m/qu»w

Ainsi g est lipschitzienne.

Exercice 87 : [énoncé]
La fonction ¢t — (M — f(¢))(f(t) — m) est positive donc

1
|01 = s - mya >0
0

En développant et par linéarité, on obtient —mM — fol f2(t)dt > 0 sachant

Jy ft)ydt=o.

On en déduit I'inégalité demandée.
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Exercice 88 : [énoncé]
Nous allons établir I'inégalité

< Olf(t) dt> X </01g(t) dt) < 01 Ft)g(t)dt

On peut commencer par observer que si cette inégalité est vraie pour f et g, elle
I’est encore pour f+ Aet g —|— ,u avec A, i € R. On peut donc, sans perte de
généralités, supposer fol f() fo t)dt = 0 et il s’agit alors d’établir

Jy FB)g(t)dt > 0.

11 existe alors a € [0, 1] tel que f(x) < 0 pour = € [0,a] et f(z) > 0 pour z € [a, 1].

11 existe aussi b € [0, 1] tel que g(x) < 0 pour = € [0, b] et g(z) = 0 pour z € [b, 1].
Quitte a échanger f et g, on peut supposer a < b.

/f £)dt = /f dt+/abf(t)g(t)dt+/blf(t)g(t)dt

Jo f()g(t)dt >0 car f(t) g(t) <0 sur [0, al.

[P Ft)g(e)dt = f(b) [P g(t)dt car f(t) < f(b) et done f(t)g(t) > f(b)g(t) puisque
g9(t) <0.

f,,l f#®)gt)dt > f(b) fb t)dt car f(t) > f(b) et donc f(t)g(t) = f(b)g(t) puisque
g(t) = 0.

On en déduit
1 1
/0 F(g(t)dt > f(b) / o) dt >0

et on peut conclure.
Notons que la comparaison

(/Olf(t) dt) x (/Olg(t) dt) < /Olf(t)g(t) dt

ne peut étre améliorée car c’est une égalité quand f et g sont des fonctions
constantes.

Exercice 89 : [énoncé]
a) Quand x — 07,

x x x
’/ sintht‘ </ |sin¢?| dt </ Ldt =2z —0
-z -z -z

donc [ sint*dt — 0.

b) Quand z — o0,

/Qw dt /2;E dt
— < hadl
. In2z » Int

donc

puis

¢) Par intégration par parties

/QI dt
< —
. Int

2x 2z 2x
sint cost cost
[ ras ] -

Or quand x — o0,

cost 2
[} S0 et
t xT

donc

2x

Exercice 90 : [énoncé]

2x 2x 2x
t dt 1
/ﬁdtg/ a_ 1y
. 12 . 12 t],

sint

—dt —
t

a) Quand x — 07, par croissance de la fonction exponentielle
2z o 2z ot 2z o2z
—dt < —dt < —dt

2x t
e$1n2</ e?dtge%“‘an

donc

puis par encadrement

/QZE e
s U

b) Quand x — +o0, par décroissance de la fonction ¢ +— e

t
—dt - 1n2

1/t

2z 1/2z 2z |1/t 2z 1/x
/ ¢ arg / At / o
z t z 1 z 1
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donc 20 1/t
el/f”ln2/ ert < el/2% n2

puis par encadrement
2x el/t
/ —dt - In2
- t

¢) Quand x — +o0, pour x assez grand, la fonction ¢ — cos(1/t) est croissante sur
[z, 22] donc

N

t

2z )
cos 1 ln2</ Mdtécos i In2
z " t 2z

et par encadrement
2z
1/t
[

t t

puis

Exercice 91 : [énoncé]
f est continue sur un segment, elle y est donc bornée par un certain M et alors

1 1 1 M
[ eswa < [esonas [ea- 20

Exercice 92 : [énoncé]
On a

1 /[ 1 [
s [ s < 1 [0 - o) a

Par la continuité de f en 0, Pour tout € > 0, il existe « > 0 vérifiant

Ve eRT, x <a=|f(z) - f(0)| <¢

et donc -
- dt — <
[ s g <

On peut donc conclure que

On peut aussi tres efficacement obtenir le résultat en introduisant une primitive
de f et en exploitant

Exercice 93 : [énoncé]
Introduisons

F:x»—>/xf(t)dtetG:x»—)/xtf(t)dt
0 0

Par intégration par parties

Cas F n’est pas de signe constant
Il existe alors a,b € ]0, 1] tel que

F(a) =min FF <0 et F(b) =max F >0
[0,1] [0,1]

Par intégration d’une fonction continue, non nulle et de signe constant sur un
intervalle non singulier, on a

G(a) <0et G(b) >0

et le théoreme des valeurs intermédiaires assure que G s’annule.

Cas F est de signe constant

Quitte & considérer — f, supposons F positive.

Si F est nulle, il en est de méme de f et la propriété est immédiate, sinon, on
peut introduire b € ]0, 1] tel que

F(b) =maxF >0
[0,1]

On a alors

G(b) > 0 et G(l):—/lF(t)dt<O
0

car F (1) est nul.
A nouveau, le théoreme des valeurs intermédiaires permet de conclure.
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Exercice 94 : [énoncé]

On introduit F' une primitive de la fonction continue f.

La fonction  — F(x + T) — F(x) est constante, elle est donc de dérivée nulle et
par suite f(z +T) — f(z) =0.

Exercice 95 : [énoncé]
Unicité : soient F' et G deux primitives solutions. Il existe C' € R tel que

F=G+C.
1 1
[ r=0-[c
0 0
donne alors C' = 0 puis F = G.
Existence : Posons F(z) = [; f(t)dt. La fonction

F:xH}"(x)—/O F(u)du

résout le probleme.

Exercice 96 : [énoncé]
a) Puisque f(0) =0, on a

f(a) = / " pyde

Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz

(@) < ( I dt)m ( | oy dt)m

flz)? < x/ow fl(t)?dt < x/ol fl(t)*at

/Olf(xfdxg /le (/01 f’(t)?dt) dz = ;/Olf’(t)th

b) En reprenant ce qui précede

1/2 1/2 1/2 1 [l
2 ! 2 _ = / 2
flx) dxé/() x(o f(@) dt)dx—g/o fi(e)=dt

et donc

puis

0

Sachant f(1) = 0, on a aussi de fagon symétrique

1 1 1
flx)?de < < f(6)*at
1/2 8 Ji/2

et en sommant ces deux majorations, on obtient
1 1 /!
/ F@)2dz < 7/ £ dt
0 8 Jo
Exercice 97 : [énoncé]
a) Par intégration par parties, on obtient
q
L, = ——1 _
P:q p+1 p+1,g—-1

b) On en déduit

I - (g—1)...1 Livo
P+ D) +2) . (o T
o (b — q)ptatl
Ip+q,0 = m
donc

plq!
I = b— p+q+1
D,q (+q+ 1)!( a)

Exercice 98 : [énoncé]
a) En appliquant le changement de variable « = 7/2 — ¢ on obtient

/2
I, = / cos” udu
0

t — sin™ t est continue, positive sans étre la fonction nulle et 0 < 7/2 donc I, > 0
b) Par intégration par parties

T

/2 /2
o tn+ 1)/ cos? tsin™ ¢ dt
0

/2
Inyo = / sintsin*! tdt = [~ costsin™ ! ¢]
0
donc

/2
Inyo=(n+ 1)/ (1 —sin®t)sin™ tdt = (n + 1)1, — (n + 1)1, 40
0
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puis
(n+2)I42=(n+1)I,

¢)

I _2p—1I _2p—12p-3 1[ (2p)!
T gy R 2p 2p—2 2707 22(ph22
sachant Iy = /2.
2p 2p—2 2 227 (p!)?
Lpy1 = et =
2p+12p—-1 3 (2p+ 1)

sachant [, = 1.
d) Posons u, = (n+ 1)1, 11,. On

Un+1 = ('I”L + 2)In+2-[n+1 = (n + 1)InIn+1 = Up
et ug = I1 1y = 7/2 donc pour tout n € N
(n+ 1)L, =m/2

Pour tout ¢ € [0, 7/2],
sin®t2¢ <sin" Tt < sin™t

donc
In+2 g In+1 g In
e) On a
n+1
ITL g In g ITI
n+2 +
donc I,41/1, — 1. Ainsi I,,11 ~ I,.
Par suite
7T 2
5= (n+ VI, 411, ~nl;
et donc

VT

" V2n

sachant I,, > 0.

Exercice 99 : [énoncé]

a) On a

donc par encadrement I,, — 0.
b) Par intégration par parties

n n 1 n
I /1(1_x) erdp = |- L= +/1(1_x) Cerde s L g
Y A n+1)! |, Jo (n+1)! (n+1) "

¢) Pour k > 1,

1
i Iy — 1
donc
n 1 n
=1+ o —Ik=1+I—1I,
k=0 k=1
avec
1
Ioz/ efder=e—1
0
Ainsi

"1
D

Exercice 100 : [énoncé]

a) Io =e—1.

L= [{lnzde=[zlnz—2]] =1.
b) Par intégration par parties

Iy = /le (Inz)""'dz = [z(ln x)"“]j —(n+1) /16 (lnz)"de=e— (n+ 1)1,

¢) Par intégration d’une fonction continue, positive et non nulle, on a I,, > 0.
Puisque I,,11 > 0, on a aussi I, < 47.

d) Par encadrement I,, — 0.

Puisque I,,11 =e—(n+1)I, - 0ona (n+1)I, — e puis

(S (S

e) On a
Dn+1 = (n + 1)Dn

donc D,, = n!Dy.
Si a # Iy alors D,, — 400 puis |u,| = D, — I, — +o0.
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Exercice 101 : [énoncé]
a) fitr % est définie et continue sur [0, 7]\ {z}.
Sachant

B . P—q . pHq
cosp —cosq = —2sin sin 5
on obtient (o) (o)
: n(t—x . n T .
=0 oS ,sin(na)

sinf5Esin 42 toe sing

On peut donc prolonger f par continuité en x ce qui assure l'existence de I,,.
b) On a :

In+1 +1I,_1= /
0

Ly + 11 = /
0

™ cos(nt) cost — cos(nt) cos T
Lipi+ I = 2/ (nf) (nf)
0 cost — cosx

T cos(n + 1)t + cos(n — 1)t — (cos(n + 1)z + cos(n — 1)x)
cost — cosx

dit

T 2cos(nt) cost — 2 cos(nx) cos x

de¢
cost —cosx

™ cos(nt) — cos(nx)

dt—l—QCosa?/
0 cost — cosx

enfin -
Ly + 1 1= 2/ cos(nt)dt + 2 cosx.I,, = 2cos z.1,
0

(I,) est une suite récurrente linéaire double d’équation
caractéristique 2 — 2cos zr + 1 = 0 de racines e et e~
Donc il existe A, u € R tel que

T

vn € N, I,, = Acos(nz) + psin(nx)

Ip=0et Iy =mwdonc A\=0et y =" dou

sinx

sin(nx)

I, =m—
sinz

Exercice 102 : [énoncé]
a) up =1/2, uy =Iln2 et ug = /4.
b) On a
! 2™(1 —x)
e == [ G

or la fonction
2"(l —x)

(I+azm)(1+2m+)

T —

dt

est continue, positive sans étre la fonction nulle et 0 < 1 donc u,41 — uy > 0.

c) On a
1 ndq 1 1
\un—1|:/ T ar é/ z"der = — —0
0 1 + xm 0 n+ 1
donc u,, — 1.
d) Par intégration par parties

1 o1 1 1 1
1 1 In2 1
I, :/ o dz = {nxln(l +x")} ——/ In(1+2z")dz = n——f/ In(1 +z")dz
0 0 0

1+2zn L n o n
e) On a
1 1 1
og/ ln(l—l—x”)de/ 2"de=———>0
0 0 n+1
car il est connu que In(1 +¢) < ¢ pour t > —1.
On a alors )
/ln(1+x")dx—>0
0
donc

1
" In2 1
o 142z n n

Exercice 103 : [énoncé]
Par intégration par parties, on obtient pour ¢ # 0
q
IL,,=——I _
P,q p+1 p+1,g-1

Puisque I,, o = on obtient

1
n+1’
7 q'p!
P (p+ g+ 1)

Exercice 104 : [énoncé]
a) Pour n > 2, par intégration par parties (avec u’ = sint et v = sin" "1 ¢)

I,=n-I,—o—(n—1)I,

donc 1
n—
I, = I_»
n
b) Iy =7/2 et I; =1 puis
_ eyt 27
P (phze T T (9p 1)
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Exercice 105 : [énoncé]
On a

1 n
2", = / 2t dt
o \1+¢

ot 'on remarque que la fonction ¢ — 2t/(1 + t2) croit de [0, 1] sur [0, 1].
Introduisons

1 n /2
2 2t
Jn:/ —— | A& = / (sinz)" dz
o 1+ 2 \1+1¢2 t=tanz/2 Jq

bV

V2n

(via ndpJpt1 = /2 et J, ~ Jpi1, cf. intégrales de Wallis)
Montrons 2"1I,, ~ J, en étudiant la différence

1 2 n
1—t 2t
Jp — 2", = dt
/0 1+ 12 <1+t2>

o</dlﬁ 2 "dﬁ</1 2 1-—1¢2 2 ”&
S o 1412 142 S o T2 142 \ 1412

et le changement de variable ¢ = tanz/2 donne

1 2 n /2
1—-t 2t 1
0< / dt < / cosz(sinz)" da =
o 1+82\1+4+1¢ 0 n+1

On peut alors affirmer

On sait

On a

puis

et finalement

Exercice 106 : [énoncé]

a)

donc I,, — 0.
De plus, pour tout z € [0, 1],

" :L,n+1
<

z+1 S z+1
donc I, < I41.-
b)
In—|-fn-~-1=L
n+1
donc

Izzﬁiﬁilﬁiﬁ+(—nnl
n o k 0

c) Ip=In2et (—1)"I, — 0 donc

1k
2:(2 +1n2 =0
k=1

n

puis la conclusion.
d) Comme ci-dessus, J,, — 0. De plus

1
Jn + J7L+2 - m
donc
n-1 (_1)n—1—k
k=0
puis
n—1
(_1)k+1 T
+—- =0
= 2k +1 4
d’ou
Pt 2k +1 4

Exercice 107 : [énoncé]

s

1
a) [y % = [arctant]é =1
b) Par sommation géométrique

1 n 1 2n+2 1 ny2n+2
1 -1 —1)"t
/EZFUW%#i/AiLJ——f&=E+/£—L——m
0 0 1+ ¢2 4 0 1+ t2
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1 42n+2 L, . , . - . _ 24 V2x41 e
cD)e 011? dt > 0 par intégration d’une fonction positive sur [0, 1]. Ik I?g do = 7 In % + f arctan(v2z — 1) + f arctan(v/2z + 1) + C*
p | jns . ) sur
/ ——dt < / 22 At =
o 1+1¢ 0 2n+3
car 1+1t2 <1 Exercice 109 : [énoncé]
d) On a 1 de a1t ”
) n k n a,) fo 7@324’(—1£D+1 = [% arctan 2\/%1] = V
(=1) = / Ver2kdt = / )ittt 1« 17 22—z41 20-1]" 1
k:02k+1 5—0 0 0 — b) IO mdiﬂ:[glnw"—farctan \/5:|0_ 1n2+3\[
d arctan x __arctanx
one n (71)}c 7T £2n+2 C) fo (14,-1)2 dx |: z+1 :| +f0 (.L+1)(.L2+1)
=2 (-1 d Z _ 1.1 | 1-—a4l
];) 2k+1 4 +(=1) /0 1+¢2 4 (z+1)(a:2+1) 2741 T 222+ donc
car - J (x+1fl(§2+1) = %1 lz+ 1] — §In(z® + 1) + %arctanx +Ce
/1 22 it = 0 puis fo TnFde = §+%ln2—iln2+§:¥.
0o 1+t
Exercice 108 : [énoncé] Exercice 110 : [énoncé]
) [ 25 f 1ot 6 cte R a) f est définie et continue sur R donc posséde une unique primitive s’annulant :
a THal2 33 —6 6 1+u2 = garctanx sur R.
b) fi( e [ - %+%T+ s de = —Infz|+ 5 Infa? — 1+ C* su z) :/mfn(t)dt
J =00, =1[,]-1,0[,]0,1[ ou J1, 400, 0
X + xT e
o) [ = J;IH dz = f ﬁdx = 1In(2? — 2 + 1) + V3arctan 2\[1 + C'e sur R. b) Immédiatement
2 x
[ srbrrdn = | e = aretan(a = 1)+ O sur B R = [ 2 = wetans
e) [ 2+2w+2 dz =3[ Eii‘g;&j = 1In(z? 4 2z + 2) — arctan(z + 1) + C* sur R. o b
£) [ z(z2+1) f 1_ Srde=1n |z — L ln(x2 +1) + C* sur ]—00, 0] ou ]0, +o0]. c¢) Par le changement de variable
g) f g;3+1 dz = 3 f w«lkl 332 ajJrl dr = x dt arctan 46 arctan )
thnjz+1]— tIn(2? —z+1) + \}garctan 2%1 + C'* sur |—o0, —1[ ou |1, 400 F2($):/ m:/ 1T tanZ0 =/ cos” do
0 0 0
zdxr __ 1 1 2 1 2x+1 e
h) [ 5% =3Infz - 1] - gIn(x +x+1)+ﬁar0tan< e )—i—Ct sur |—oo, 1] buis
i) iiﬂdx:fl‘*‘%r;_%r}u_ Qde—x—I—lln Fg(x):Zs1n2arctanx+§arctanz
1—007 —11[7 =11 Oul]l’;tﬁo[' . et donc
J) f zd+4x2+1 dz = f 2 a:2+w+1 - §w27:c+1 dx pUIS FQ(.’E) — 1 €z + larctanx
%dx =1 iln “"ﬁ”l + arctan 2&£L + arctan 22=1 + C*e sur R. 21422 2
+z +1 z?—z+1 Q\f V3 Q\f V3
k) (x2+x+1)2 = (;lgfz + (Jlj/z‘s)z + Zi/fﬂ donc d) Astucieusement
20+1 4 2041 te
J (12+m+1)2 do =325 + 505 arctan =7 + O sur R. Lag? 2 /2

) [ amde =3[ ‘(/”f:il + m?{f%2+1 dz donc

Fuato)= [

xT
————dt = F,(x) — ———dt
(14 ¢2)nt1 () /0 (14 ¢2)nt1
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puis par intégration par parties :

1 t R S A dx 1
Fui(z) = F, |~ | — = [1+ddu= 5 tan® z 4+ C*°
+1(x) (z) + [2n(1+t2)"h 2”/0 0+ e /Cos4xu:tanx/ + u du tanx+3tan z+C
et donc . om — 1 d)Sur]k:]%—l—kﬂ,g—&—(kz—i-l)ﬂ'[,keZ
Foyi(z) = — v Fo(z)
2n (1 + 2?) 2n / dz _/ cos(z)dz B / dt _1/ 1 N 1 n 1 N 1
e) En particulier cosz ) (1—sin?(x))2t=sinz | (1—12)2 4 ) 1—-t (1—-#)2 1+t (L+1)?
Fs(x) = 1@ + 3w + §arctanm donc i i
3 TA0+22? 81142 8 / dx :llnl—i—smx 1 sinx ‘e
coszx 4 1l—sinx 2cos?x
Exercice 111 [énoncé] . ) )
a) Sur R, T+1 =[1- eT+1 dz =z — In(e” + 1) + Cte. Exercice 114 : [énoncé]
b) Sur R, Sur Iy, = |—m + 2km, m + 2kn[ avec k € Z,
— du e __ T —x e
fe22+e’”u = J @iy = ~lnful tlnfu+ 1] = 5 + 0% = —z+In(e” +1) —e7 + C*. / dz / dt L ctap f202/2 + Cte
— = ——— = — arctan
¢) Sur [0, +ocf, 3+ cosx t=tanz/2 ) 2+2 /2 V2
[Ver —1dz = t2+1dt =2v/e* —1 — 2arctan e® — 1 4+ C*°.
d) Sur R, t=vet— La fonction x — m est définie et continue sur R, cherchons F' primitive de
lle-ci sur R.
dz du _ 17, VIfe?®-1 B = ce
J Vite® \/1+72‘1 3 In \/14_721“ +C* =In(V1+e —1) —z+ O Pour tout k € Z, F est primitive sur I, donc il existe C; € R tel que sur Iy,
1 tan /2
F(z) = — arctan +C
( ) \/i \/g k

Exercice 112 : [énoncé]

Par le changement de variable u = v/e* + 1

c)Sur I, = |2+ km, 2+ (k+ 1)n[, k € Z,

Par limite & droite et a gauche en w + 2k,

v/ ve+1
/ / et 2d“ —{lnu_l] :n(ve+1_1)<\/§+1) F(7T—|—2k7r):—7r +C = ——= + Crq1
Ve + u+1] s (Ve+r1+1)(V2-1) 2v2 2v/2
Par suite
ke Z,C =T (¢
Exercice 113 : [énoncé] NG 0
a) Sur R, On peut résumer :
cos T du 1 1 sinz +v2 1 tanz/2 | k .
P = = — du = In +Cte —= arctan +Z +Cy sizel
1 2 u:sinm/27 2 / _ _ 3C, ER,V ER,F = V2 V2 \f
+ cos2 x U W2 u+vV2 u—+2 2v/2  |sinz — 2 0 x () { 221@\?177_'_00 siz—=m+t2%kr
b) Sur R,
Ceci détermine la fonction F' a une constante pres.
sin x du 1 cosx — /2 Inversement, étant assuré de ’existence de F', on peut affirmer que de telles

dz = + Cte

— = In
u:cosm/ 2 — U2 2\/5

/

1+sin?z

costr\f

fonctions sont bien primitives de x — %
~+cosx
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Exercice 115 : [énoncé]
L’intégrale est bien définie et détermine la primitive s’annulant en 0 de la fonction
continue

1
H e
. 34 cos?x

Notons F' cette primitive.
Pour calculer, l'intégrale on est tenté de procéder au changement de variable
u = tant mais celui-ci n’est possible que pour = € |—n/2, /2] et alors

tan d’U, 1 \/g
F = = t —t
(2) /0 0538 23 arctan ( 5 tan m)

F(n/2) = 4%3 ot F(—7/2) =

Puisque la fonction intégrée est m-périodique, on a

Par continuité

T
43

F(z+n)—F(z) =C"

avec -
C' = F(n/2) — F(-1/2) = —
(v/2) ~ F(-r/2) = ;72
On peut alors calculer F(x) en commengant par déterminer k € Z tel que
z+krel-n/2,7/2]
puis en exploitant
km

F(a:):F(erkw)fﬁ

avec

1
F(xz + kn) = —= arctan <\/§ tan x)
2v/3 2

Exercice 116 : [énoncé]

a) /2 _da — Lodt _ =
0 24cosz 440w JO 3+t2 3v3°
= 2
b) /4 dz — fl dt _ _m
0 I4+sinzcosx j—an 40 t2+t+1 — 33"

c¢) Par la relation de Chasles

/271' dz /77/2 dz dz 27
I = [ e
o 1+cos?z o 1l+cos?z

/7r dz .
x/2 1 +cos?

Via des changements de variable affines adéquates :

/2
124/ Lz
0 1 + cos“x

Sur |—7/2,7/2],
/ dz / dt 1 cta tan x L C
— = ——— = ——arctan —
1 4 cos?z t=tanz | t24+2 /2 V2
Soit F' une primitive de m sur [0,7/2].
Il existe C' € R tel que F(z) = % arctan ta\%‘ + C sur [0,7/2] et par continuité
F(n/2) = —= +C
T/2) = —
2V2
. /2 T /2 T .
Finalement [ Jm = [F(x)]o/ = 55 puis [ = V2.

Exercice 117 : [énoncé]
Par le changement de variable ¢t = tan /2
2dt

sin o 2sin o

/2 ! sin o !
[ome [ e s i
o 14 cosacosz o 1+cosajrm 1+t o (1+cosa)+ (1—cosa)t

1

donc

1

/2 sin o 2sin « 1—cosa 1—cosa 2sin «
dx = arctan /| ———t| = ——
0 1+ cosacosz 1—cosal 14 cosa 1+ cosa 0 V1 — cos2 a

et finalement

sin /2
cos2a/2

sin «v

w/2
/ ———dx = 2arctan o
o l+cosacosz

Exercice 118 : [énoncé]

a) Sur R, [ 2 d = Ik % = Inchz — In(chz + 1) + C*.
u=chx
chx — du  __ 1 shx te
b) Sur R, [ ey do = e =y arctan 22 + Cte,
hzd _ d 19 |thet1]| 11 ¢
c) SwR, [ s}?mﬁ-cﬁz u:_thmf _(u—l)(z+1)2 =gl |{gi e -3 Trehe T cre

chzdxr _ [ e"+e”® _ri1 1 — x4 1 te
qpu encore [ S =[S —dr = [ 5+ 5o dr = § + o + O

37/2
i dz _ h _ dt_ _ 1 1 sh t
/7r 1+ o2z T snyp L+ SRSur R, [ & = [ ez At = Ik iy = g arctansha + 5 55 + C*°

t=shx
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Corrections 46

Exercice 119 : [énoncé]
Par changement de variable

L dz / 2dt o arctane
——— = Zarctane — —
0 Chl't eT 1 t2+1 2

Exercice 120 : [énoncé]
a) Sur [—1, +o0],
zdz — 2u(u’®—1) 2 3 e
o r+1u:_z+1f TTu du = [ 2u(u—1)du = =3Vr+1 —z+C'
b) Sur [0, +o0],
f hgdx ays f?ul_mduf 2 [ —u+2— Zodu= —z+4y/T—4In(1+/x)+C".
) Sur |—oo0, 1] ou ]2, —|—oo[
—2y%d 11 1 1 e
[ de = [ it = b5k + k- ||+ O
doncf,/m—:zdx:\/zfl)(asz)f%I ”:w 1+V|‘$; + Cte.
Exercice 121 : [énoncé]
a) Sur] \[\[[ f ‘”"‘1 dm = [V2sint+1dt = —v2cost +t+ Ot =
2sint
—\/2—x2+arcsmﬁ +Cte.
b) Sur |1, 3],
——zdz__ J 2 +sintdt = 2arcsin(z — 2) — \/(z — 1)(3 — z) + C*™.
(z—1)(3—x) = 2+51nt
or—a2?2+6=—(z—3)(x+2), s =1+ Isint. Sur [-2,3],

[Ve—a?+6de = [Zcos?tdt =22 [cos2t+ 1dt =
201\ /37— 27 1 6+ 28 arcsin 2251 4 Cte
)SurR [ dx = fsht—l—ldt V1+2?2 +In(x+ Va2 + 1)+ Ct.

\/T
chtdt  _ (1 , 1.-2t 34 _
e) Sur R, [ z+./71+mz x:Shtf sht+cht S 5 TgeTdt =

| 1
f) Sur [1, 4+o00[ (et de méme sur |—oo, —1])

[¥de = f S(ﬁjtt dt —:htf 112*2 du = Vz? — 1 — arctan Va2 — 1 + C*°.

=cht

Exercice 122 : [énoncé]
On écrit le trinéme sous forme canonique

‘41 41 2‘+3
e+ =|z+ = -
2 4

ce qui invite au changement de variable

T+ % = ?sht, dz = ?chtdt

qui donne
/ dz B / shtdt 1 du
2z + DvVa2+ax+1 B \fsht f ch%t — 1 u=cht V3J) ur—1
et enfin
/ da _ L Vet f+0te
e+ 1DvVe2+z+1 23 2Va2+az+1+V3
Exercice 123 : [énoncé]
f — ff 34t = 2. {arctan }3 =
1 Va( f6+3) /T 243 7 V3 V31 6\f
_ V3 2dt _ 2 1V .
b) o 7t . ﬁf #2437 V3 [arCtan %L T VB
2u du _ /2 sin 6 cos 6
c) ffl m+\/ﬁ /71"!‘-1/ fO utV2—u? :\/Esinesz bln9+6059d0
1 d 4t(1—t?) dt _
f—l \/1+a7+x\/17a: Q\ffo t2+2t+1)(1+t2)2 -

2v2 [y —me T2 T et
Au final fil 2v/2 —2In(v2 + 1).

dz _
Vidtz+/I—xz
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