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Enoncés 1

Nombres réels et complexes

Rationnels et irrationnels

Exercice 1 [02092] [correction]
Montrer que la somme d’un nombre rationnel et d'un nombre irrationnel est un
nombre irrationnel.

Exercice 2 [02093] [correction]
Montrer que v/2 n’est pas un nombre rationnel

Exercice 3 [02094] [correction]

V2
Calculer (\/ﬁﬁ) . En déduire I'existence d’irrationnels a,b > 0 tels que a® soit

rationnel.

Exercice 4 [02095] [correction]
Soit f: Q — Q telle que

Vo,y € Q, f(z +y) = f(z) + f(y)

a) On suppose f constante égale C' quelle est la valeur de C'?

On revient au cas général.

b) Calculer f(0).

¢) Montrer que Vz € Q, f(—z) = —f(z).

d) Etablir que Vn € N,Vz € Q, f(na) = nf(z) et généraliser cette propriété a
n € Z.

e) On pose a = f(1). Montrer que Vz € Q, f(x) = ax.

Exercice 5 [02472] [correction]

Montrer que
1/3 1/3
2+41 5 n 2 41 |5
3 81V3 3 81V3

est un rationnel. On conseille d’effectuer les calculs par ordinateur.

Exercice 6 [02475] [correction]
n

Si n est un entier > 2, le rationnel H, = > % peut-il étre entier 7
k=1

Exercice 7 [02647] [correction]
a) Montrer lexistence et 'unicité des suites d’entiers (a,)nen €t (bp)nen vérifiant

(1+\/§)n = an + b2

b) Calculer a2 — 2b2.
¢) Montrer que pour tout n € N, il existe un unique p € N* tel que

(1+f2)n:\/13+\/1ﬁ

Exercice 8 [01975] [correction]

[Irrationalité de ]

a) Pour a,b € N* montrer que la fonction polynomiale

1 n n

P,(x) = ] (bx — a)

et ses dérivées successives prennent en x = 0 des valeurs entieres.

b) Etablir la méme propriété en z = a/b

¢) Pour n € N*, on pose

In:/ P, (t)sintdt
0

Montrer que I,, — 0.
d) En supposant m = a/b, montrer que I,, € Z. Conclure.

Exercice 9 [03668] [correction]
[Irrationalité de " pour r € Q*]
a) Pour a,b € N* montrer que la fonction polynomiale

P,(x) = %x"(bw —a)"

et ses dérivées successives prennent en x = 0 des valeurs entieres.
b) Etablir la méme propriété en z = a/b
¢) On pose = a/b et pour n € N*

I, = / P, (t)e' dt
0

Montrer que I,, — 0.
d) En supposant €” = p/q avec p,q € N*, montrer que ¢I,, € Z. Conclure.
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Enoncés 2

Les nombres réels

Exercice 10 [ 02098 ] [correction]
Soit a € [1, +o0]. Simplifier

\/a+2m+\/a—2m

Exercice 11 [02099 ] [correction]
Soit f : R — R une application telle que :

1) (w,y) eER® f(x+y) = f(z)+ f(y)
2) V(z,y) € R? f(ay) = f(z)f(y)
3) JreR, f(x )#0

a) Calculer f(0), f(1) et f(—1).

b) Déterminer f(z) pour x € Z puis pour z € Q.
c)

d) Conclure que f = Idg.

Exercice 12 [o03404 ] [correction]

Soient n € N* et z1,...,2, € R. On suppose
n n
D me=) wi=
k=1 k=1

Montrer que pour tout k € {1,...,n}, 2 = 1.
Inégalités

Exercice 13 [03983] [correction]
Vérifier
Ve e Rox(l—2) <1/4

Exercice 14 [02096 ] [correction]

Montrer 1
¥a,b € R, ab < 5 (a® +07)

Démontrer que Va > 0, f(z) > 0. En déduire que f est croissante.

Exercice 15 [03643] [correction)]

Soient z,y € [0, 1]. Montrer

2+t -y <1

Exercice 16 [02097] [correction]
Montrer
Va,b,c € R, ab+bec + ca < a® + b2 + 2

Exercice 17 [03224] [correction]

Montrer
Vu,v 2 0,14+ vVuv < vV1+uvl+4wv

Exercice 18 [ 03405 ] [correction]
Soient n € N*, a1 < ... < a, et by <...< b, des réels.

Etablir
1 — 1 — 1 —
— — < =
(n E ak) (n E bk) S 5 axby
k=1 k=1 k=1

Exercice 19 [01733] [correction)]
Déterminer tous les couples (a, 8) € (R™*)2 pour lesquels il existe M € R tel que

Vo, y > 0,2%y" < M(z+vy)

Exercice 20 [03640] [correction]
Soient (z1,...,2y) et (y1,...,yn) deux suites réelles monotones. Comparer

1 1 n
- E t —
n -Tk yk> € n gfl TEYk

=1

Exercice 21 [04017] [correction]
Montrer que

Ve,y € [0,1], min {zy, (1 —2)(1 —y)} <

=
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Enoncés

Partie entiere

Exercice 22 [o02100] [correction]
Montrer que la fonction partie entiere est croissante.

Exercice 23 [o2101 ] [correction]
Montrer
Vo,y €R, ]+ lyl < [z +y) < [z]+ [y] +1

Exercice 24 [o02102] [correction]
Montrer
Vo,y €R, |z| + [z 4yl + ly] < [22] + [2y]

Exercice 25 [02103] [correction]
Soient n € N* et z € R. Montrer

Exercice 26 [o02104] [correction)]

Montrer que
n—1

k
R N* E 2=
Vz € R, Vn € N¥, {:c + nJ |nx|

k=0

Exercice 27 [02105] [correction]
Soit a < b € R. Etablir

Card([a,b] NZ) = |b] + |1 — a]

Exercice 28 [02106] [correction]
Soit n € N*.
a) Montrer qu’il existe (an,b,) € N*2 tel que

24+V3)" =a, +b,V3et 32 =a — 1
( n n

b) Montrer que la partie entiere de (2 4 1/3)™ est un entier impair.

Exercice 29 [o03416] [correction]
Démontrer

Vn e N*, [Vn+vn+1] = [V4n + 2]

en notant [z] la partie entiere d’un réel x.

Les nombres complexes

Exercice 30 [02025] [correction]
Soit z € U\ {1}. Montrer que 2%+ € iR.

Exercice 31 [02026] [correction]
Soient P={z€ C|Imz >0}, D={2€C||z] <1} et f:C\{—i} — C définie
par .
z—1
J) = z+1

a) Montrer que tout élément de P & son image par f dans D.
b) Montrer que tout élément de D posséde un unique antécédent par f dans P.

Exercice 32 [02028] [correction]
Calculer pour 4 € ]0,27[ et n € N,

Cn= Zcos(k;@) et S, = Zsin(k:ﬂ)
k=0

k=0

Exercice 33 [ 02029 ] [correction]
Calculer pour § € R et n € N,

Cp = Z <Z> cos(kl) et S, = Z (Z) sin(k6)

k=0 k=0

Exercice 34 [03107] [correction]

Soit B une partie bornée non vide de C.

On suppose que si z € Balors 1 —z+22€ Bet 1+ 2+ 22 € B.
Déterminer B.
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Exercice 35 [03651] [correction] Module et argument
Soient a, b, z trois complexes de module 1 deux & deux distincts. Démontrer

9 Exercice 41 [02030] [correction)]
b <Z _ a) c RT* Déterminer module et argument de

a\z—b
z:\/2+\@+i\/2—\/§

Le plan complexe

Exercice 42 [02031] [correction)]

Exercice 36 [03458] [correction] Soient z € C* et 2 € C. Montrer

Soient zg € C et r > 0 tels que |zg| # r.
On note C le cercle dans C de centre zy et de rayon r. lz4+ 2| =2 + ]| ©INERT, 2 = Az
a) Pour z € C, montrer

2

zeCo |2’ —2i—Zz+ |2/ =7 Exercice 43 [02032] [correction]

Etablir :
b) En déduire que I'image de C par 'application f : z — 1/z est un cercle dont on Vz,2 € C,lz|+ || < |2+ 2| + |2 — 2|

précisera centre et rayon en fonction de zg et 7. o L . e e
Interprétation géométrique et précision du cas d’égalité ?

Exercice 37 [02027] [correction] Exercice 44 [02356] [correction)]

a) Déterminer le lieu des points M d’affixe z qui sont alignés avec I d’affixe ¢ et Soient a,b € C. Montrer

M’ d’affixe iz.

b) Déterminer de plus le lieu des points M’ correspondant. la| + |b] < |a+b| + |a — b

et préciser les cas d’égalité.

Exercice 38 [03040] [correction]
Quelle est 'image du cercle unité par 'application z — 12— ? Exercice 45 [00055 ] [correction]

Soit a € C tel que |a| < 1.
Déterminer I’ensemble des complexes z tels que

Exercice 39 [02050] [correction]

Déterminer ’ensemble des points M d’affixe z tels que ~-a

1—-az
24z =|z|

Exercice 46 [ 03642 ] [correction]
a) Vérifier
Exercice 40 [03880] [correction]
Soient a, b, ¢ des réels strictement positifs.
A quelle condition existe-t-il des complexes ¢, u, v de somme nulle vérifiant b) On suppose z1, 22 € C tels que [21] < 1 et 22| < 1. Montrer qu'il existe € = 1
ou —1 tel que
tt = a%, un = b2 et vo = 2 |21 4 22| < V2

Va1, 2 € C, |z + 20 + |21 — 22? = 2|2 |° + 2] 20)?
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Exercice 47 [03249] [correction]
Soit f : C — C définie par

z+ ||
z) =
fle) =22
Déterminer les valeurs prises par f.
Exercice 48 [02052] [correction]
Résoudre I’équation |z + 1| = |z| + 1 d’inconnue z € C.

Racines de ’unité

Exercice 49 [02036] [correction]
Calculer le produit des racines de 'unité

Exercice 50 [02037] [correction]
Soit n € N*. On note U,, I’ensemble des racines n éme de 'unité.

Calculer
> lz-1

zeU,

Exercice 51 [03353] [correction]
Soient n > 3, wy,...,w, les racines n-ieme de I'unité avec w, = 1.

a) Calculer pour p € Z,
§=3u
i=1

b) Calculer

Exercice 52 [02038] [correction]
Soit w une racine néme de 'unité différente de 1. On pose

|
A

S = (k+1)w”
0

=
Il

En calculant (1 —w)S, déterminer la valeur de S.

Exercice 53 [02039] [correction]
Simplifier :

a)j(G+1) b)

Exercice 54 [02040] [correction]
Soit n € N*. Résoudre ’équation

(41" =(z—1)"

Combien y a-t-il de solutions ?

Exercice 55 [02041] [correction)]
Soit n € N*. Résoudre dans C I’équation

2"+1=0

Exercice 56 [02042] [correction)]
Soit n € N*. Résoudre dans C ’équation

(24" = (2 —i)"

Observer que celle-ci admet exactement n — 1 solutions, chacune réelle.

Exercice 57 [02043] [correction]
. s 27
Soit w = e*7 . Calculer les nombres :

A=w+w?+wret B=w?+w’+ b

Exercice 58 [02044] [correction]
Soient n € N, n > 2 et w = exp(2in/n).
a) Etablir que pour tout z € C,z # 1,

n—1 n—1
[Te-w=Y+
k=1 =0

b) Justifier que 1’égalité reste valable pour z = 1.
c¢) En déduire 1’égalité

km n
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Exercice 59 [02531] [correction]
Montrer que

5-+5

sin (g) = 8

Equations algébriques

Exercice 60 [02045] [correction]
Pour quels a € R I'équation 23 + 222 + 2ax — a® = 0 posséde = = 1 pour solution ?
Quelles sont alors les autres solutions de I’équation ?

Exercice 61 [02046] [correction]
Résoudre dans C, les équations :
a) 22— 2iz—1+2i=0b) 24 — (5— 14i)22 — 2(12 + 5i) = 0.

Exercice 62 [02047] [correction]

a) Déterminer les racines carrées complexes de 5 — 12i.

b) Résoudre I'équation 2% — (1 + 2i)22 + 3(1 + )z — 10(1 + i) = 0 en commencant
par observer ’existence d’une solution imaginaire pure.

¢) Quelles particularités a le triangle dont les sommets ont pour affixe les
solutions de I’équation précédente ?

Exercice 63 [02049 ] [correction]
Résoudre dans C I’équation

23 = 4v2(1 +1i)

Exercice 64 [02048 ] [correction]
Résoudre dans C le systéme

r+y=1+1
Ty=2—1

Exponentielle complexe

Exercice 65 [02051] [correction)]
Soit Z € C*. Résoudre 'équation e* = Z d’inconnue z € C.

Exercice 66 [03457] [correction)]
En étudiant module et argument, établir que pour tout z € C

(1 + %)n — exp(z)
Exponentielles imaginaires

Exercice 67 [02033] [correction]
Déterminer module et argument de e + 1 et de e — 1 pour 6 € R.

Exercice 68 [02034] [correction)]

Simplifier 2227;} pour 0 € |—m, .

Exercice 69 [02035] [correction)]
Déterminer module et argument de e*? + e*? pour 0,0" € R.

Exercice 70 [02646] [correction)]
Si (7,y,2) € R? vérifie
eiz _|_eiy _|_eiz =0
montrer
e2iw + eQiy + eQiz =0

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 17 février 2015

Corrections 7

Corrections

Exercice 1 : [énoncé]

Soit = un rationnel et y un irrationnel.

Par l’absurde : Si z = x 4 y est rationnel alors y = z — = est rationnel par
différence de deux nombres rationnels. Or y est irrationnel. Absurde.

Exercice 2 : [énoncé]

Par I’absurde supposons v/2 € Q.

On peut alors écrire v/2 = p/q avec p,q € N* et, quitte a simplifier, p et ¢ non
tous les deux pairs.

On a alors 2¢2 = p2.

p est alors nécessairement pair car p? est pair. Cela permet d’écrire p = 2k avec
k € N puis ¢% = 2k2.

Mais alors q est pair. Par suite p et ¢ sont tous les deux pairs.

Absurde.

Exercice 3 : [énoncé]

NS ﬁ:\@Q:Q
(v2")

Si ﬁﬁ est rationnel, ¢’est gagné avec a = b = /2. Sinon, on prend a = \/5\/5 et
b=+2.

Exercice 4 : [énoncé]

a) La relation f(x +y) = f(x) + f(y) avec f constante égale a C donne
C=C+CdouC=0.

b) Pour x = y = 0, la relation f(xz + y) = f(z) + f(y) implique f(0) = 0.

¢) Pour y = —x, la relation f(z+y) = f(z) + f(y) donne 0 = f(—z) + f(x) d’ou
f(=z) = =f(=).

d) Par récurrence :

Yn € N,Vz € Q, f(nx) = nf(z)

Pourn € Z=,n=—pavec p € Net

f(nz) = f(-px) = —f(pzx) = —pf(z) = nf(x)

e) On peut écrire x = p/q avec p € Z et g € N*.

f@) = 5 ) = pf()
a=f(1)= /(g % é) —gf(3)
donc 1 a
f(g) = 5
puis a
J@) =" =ax

Exercice 5 : [énoncé]

On définit le nombre x étudié

x:=(2/3+41/81*sqrt(5/3)) ~(1/3)+(2/3-41/81*sqrt(5/3)) " (1/3);
Attention a définir les racines cubiques par des exposants 1/3 avec parenthéses.
On peut commencer par estimer la valeur cherchée

evalf(x);

Nous allons chercher & éliminer les racines cubiques. Pour cela on calcule 3
expand(x~3);

Dans I'expression obtenue, on peut faire apparaitre x par factorisation du terme

2 41 V39 41 1/3
(3+243\/ﬁ> <3‘243 15)

Simplifions ce terme
simplify((2/3+41/243*sqrt(15))~(1/3)*
(2/3-41/243%sqrt(15)) " (1/3), assume=positive);
On obtient

?11 (486 n 123\/ﬁ) v (486 . 123\/ﬁ) v

Développons selon (a — b)(a + b) = a® — b2
(486°2-123"2%15) " (1/3) ;

donne 9261. Enfin

ifactor(9261);

permet de conclure que

2 41 39 n 1/3
Sy V5 2 4 oy T
37" 243 3 243 27
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Ainsi x est solution de I’équation

En factorisant le polynéme sous-jacent
factor(x~3-7/9*x-4/3) ;
on obtient

(3z —4)(32* + 42 +3) =0

Puisque 322 + 4x + 3 > 0, on peut conclure

r=4/3

Exercice 6 : [énoncé]

Le calcul des premiers termes de la suite (H,,),>2 permet de conjecturer que H,
est le rapport d’un entier impair par un entier pair. Ceci assurera H,, ¢ Z.
Démontrons la propriété conjecturée par récurrence forte.

Pour n = 2, c’est immédiat.

Supposons la propriété établie jusqu’au rang n — 1 > 2.

Cas n impair.

On peut écrire n = 2k + 1 et puisque par hypothese de récurrence H,,_; s’écrit
(2p + 1)/2q, on obtient H,, = H,_1 + 1/n égale au rapport d’un entier impair par
un entier pair.

Cas n est pair.

On peut écrire n = 2k avec k > 2 puis

Hn:%Hk—f—l—F%—%-'“—szl_l
Par hypothese de récurrence, Hy, est le rapport d’un entier impair par un entier
pair, donc % Hj, aussi.
De plus, comme entrevu dans I’étude du cas précédent, I'ajout de I'inverse d’un
entier impair conserve la propriété.
Ainsi H,, est le rapport d’un entier impair par un entier pair.
Récurrence établie.

Exercice 7 : [énoncé]
a) Par la formule du binéme de Newton

(1+ﬂ)n

k

=)

En séparant les termes d’indices pairs de ceux d’indices impaires
n
(1+\/§) =a, + b,V?2

avec les entiers

n n
0<2p<n P 0<2p+1<n p+

On peut aussi raisonner par récurrence en mettant a jour une expression de a1
et b,+1 en fonction de a,, et b,

Gn+1 = Gp + 2b,,
bn+1 =an + bn

L’unicité provient de l'irrationalité de V2. En effet si
(1+\/§)n =a+b/2=d +VV2
avec a, b,a’, b’ entiers, on obtient
b —bV2=0a-d

Si b # b’ alors on peut exprimer /2 comme égal & un nombre rationnel. C’est
absurde et il reste b =’ et donc a = a'.
b) Par la formule du bindéme de Newton, on obtient de méme

(1—\/§>n=an—\/§bn

et alors
a2 — 202 = (1+V2)"(1 —V2)" = (-1)"
On peut aussi raisonner par récurrence en exploitant ’expression de (@41, bpt1)

en fonction de (an,by).
¢) L’unicité est évidente compte tenu de la stricte croissance de la fonction

p—P+vp—1

Si n est pair alors a? = 1+ 2b2. Pour p = a2

n?

(V2+1)"=a, +V2b,=p++/p—1

Si n est impair alors 2b2 = a2 + 1. Pour p = 2b2

n’

(V2+1)" =V2b, +a, = p++p—1
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Exercice 8 : [énoncé]
a) 0 est racine de multiplicité n de P,, donc

vm < n, P{™(0) =0
Le polynéme P, est de degré 2n donc P,(Lm) = 0 pour tout m > 2n et ainsi
Vm > 2n, P{™(0) = 0

Reste a traiter le cas n < m < 2n.
En développant par la formule du binéme

Puisque P,Sm)(()) est donné par la dérivation du terme ™, on obtient

n\m-—n

1
Pr(Lm)(O) _ ( n ) (_a)2n—mbm—n(n_~_m)! c7

b) On remarque
Vz € R, P,(a/b—z) = P,(x)

donc
vm € N, P{"™ (a/b) = (=1)" P{™(0) € Z
¢) On a
1 o n o 1 n
I, — 0] = — t" (bt — a)"sintdt| < =7 (|b| T + |a])® ——— 0
n! 0 n!

n——+4oo

d) Par Pabsurde, supposons © = a/b.
Par intégration par parties successives

+ (=)™ / sin(t 4+ mm/2) P™ (t)dt
0
0

2n+2 T 2n+2
I, = [Z (—1)k_lsin(t+kﬂ/Q)P,(lk_l)(t)l = Z (=1)* sin(kr/2)(PF=D (1) +P*=D(0)) € Z
0

k=1 k=1

Comme I, € Z et I, — 0, la suite (I,,) est stationnaire égale a 0.
Or sur [0, 7] la fonction t — P, (t)sin(t) est continue, positive sans étre nulle et
0 < 7 donc I,, > 0. Absurde.

Exercice 9 : [énoncé]
a) 0 est racine de multiplicité n de P,, donc

Vm < n, P{™(0) =0
Le polynéme P, est de degré 2n donc Py(Lm) = 0 pour tout m > 2n et ainsi
vm > 2n, P{™(0) = 0

Reste a traiter le cas n < m < 2n. En développant par la formule du binéme

Pn(.'L‘) — Z % (Z) (_a)n—kbkxn-i-k

=0
Puisque P\™ (0) est donné par la dérivation du terme 2™, on obtient

1 n
Pm™)(0) = — (m - n) (—a)*" =™y " (n 4+ m)! € Z

b) On remarque
Ve € R, P,(a/b—x) = P,(x)
donc
vm e N, P\™ (a/b) = (—1)™P{™(0) € Z
c) On a

n—-+o0o

1 " 1
|I, — 0] = — t"(bt —a)"e'dt| < —r" T (br +a)* —— 0
n! | Jo n!

d) Par intégration par parties

et en répétant 'opération

On en déduit
2n

aln = Y (=)™ (P (r)p - Py(0)q) €7
m=0
Or sur [0,7] la fonction ¢ — P, (t)e’ est continue, positive sans étre nulle et 0 < r
donc I,, > 0.
Ainsi qI,, — 0, qI,, > 0 et ql,, € Z : c’est absurde.
Notons qu’on en déduit immédiatement I'irrationalité de Inr pour r € QT*\ {1}.
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Exercice 10 : [énoncé]
Posons

x:\/a+2\/a—1+\/a—2\/a—l
22 =2a+42/a? —4(a — 1) = 2a + 2y/(a — 2)2

Sia€[1,2] alors 2% = 2a + 2(2 —a) = 4 donc z = 2.
Sia € [2,+00] alors 22 = 4(a — 1) puis x = 2y/a — 1.

On a

Exercice 11 : [énoncé]

a) f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0) donc f(0) = 0.
Vr e R, f(z) = f(l.x) = f(1)f(2)

Comme f est non nulle, on a f(1) = 1.

J(1) + F(~1) = £(0) = 0 done f(~1) = 1.

b) Par récurrence sur n € N : f(n) = n. De plus

F(=n) = F((=1) x n) = F(=1) x f(n) = —f(n) = —n donc
Ve eZ, f(x) ==

Pourxe@,ngavecpeZ,qEN*,
Fl@) = £ ) = ) % )
Or f(p) =pet

L= (1) = fla x ) = £0) % FC) =ax ()

donc f(é) = %. Par suite f(z) = x.
c)
Ve >0, f(2) = F(VavE) = (F(VD)* >0

Pour =,y € R, si x < y alors

fly)=fle+y—z)=flz)+ fly—z) > f(z)

Ainsi f est croissante.
d) Pour r e Ret n e N:

Comme f est croissante :

puis

n
A la limite, quand n — +o00, on obtient x < f(x) < z i.e. f(z) = z. Finalement
f=1dg.

Exercice 12 : [énoncé]
On a

n n n n
RIETIES SERES SRS TN’
k=1 k=1 k=1 k=1
et puisqu’une somme de quantités positives n’est nulle que si chaque quantité est
nulle, on obtient
Vi<k<<nx,=1

Exercice 13 : [énoncé]
On peut dresser le tableau de variation de la fonction f : z +— 2(1 — ) et
constater qu’elle posseéde un maximum en x = 1/2 de valeur f(1/2) =1/4.

Exercice 14 : [énoncé]
(a —b)? > 0 donne 2ab < a® + b?

Exercice 15 : [énoncé]
Sachant 22 < z et y*> <y, on a

x2+y2—xy—1§x+yfxy71:(x71)(1—y)gO

Exercice 16 : [énoncé]
Sachant
20y < 22 + 42

on obtient

1 1
(a2+b2)+§(b2+62)+§(02+a2)=a2—|—b2—|—62

N | =

ab+be+ ca <
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Exercice 17 : [énoncé] Exercice 20 : [énoncé]
Compte tenu de la positivité des membres, le probleme revient a établir Etudions la différence
2 n n n n n n
1+ vuw) <(14+uw)(1+wv 1 1 1 1
(/) < et 23 (530 (300 = (- 33
soit encore k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 =1
W S utv ce qui donne encore
ce qui découle de la propriété
2 L = 2 _ L _
(Vi—+0)? =0 e DLl I LTS B G BT B (kY — Trye)
k=1 k=1 k=1 k=1 ¢=1
Exercice 18 : [énoncd] Or
Par somme de quantités positives, on a n_n n_n Z Z
(Tryr — T1Ye) = T (Yo — Yo) = Tk (Ye — Yo)+ T (Yo — Ye)
> (ax—a))(bk—bo) = > (arbi — arby — arbe + asbe) >0 =1 (=1 J—1 (=1 1<t<k<n 1<heat<n

1<k, L<n 1<k <n
car lorsque k = £ le terme xx(yr — y¢) est nul.
Par changement d’indice, on peut réécrire la derniére somme

nzakbk—QZaksz+nZaebz>0 Z Ty (Y — Ye) = Z xe (Yo = Yr)
k=1 =1

k=1 ¢=1 1<k<t<n 1<0<k<n

En séparant la somme en quatre, on obtient

et on en déduit
n Z ag bk 2 Z aj bk
k=1 k=1 k=1
ce qui donne l'inégalité demandée.

M=

(Tryk — ThYe) = Z (zr — x¢) (yr — ye)

n n n et alors
= 14=1 1<l<k<n

El
Il

Les termes sommés sont alors tous de méme signe, a savoir positif si les suites
(zi)1<i<n et (Yi)1<i<n ont méme monotonie et négatifs si ces deux suites sont de

Exercice 19 : [énoncé] monotonies contraires.
Soit (v, 8) solution. Considérons Au final, si les deux suites ont méme monotonie alors

!L‘ayﬁ 1 n 1 n 1 n

f(xa y) = — X — < — €T
D 3EA1ES > RS
k=1 k=1 k=1

sur (RT*)?. . . . .
On a et si les deux suites sont de monotonies contraires alors

pat+B

J(z,2) 2z ﬁZka/k < (nzxk> <nZyk>
f bornée implique o + 3 = 1. k=1 k=1 k=1

Inversement, supposons a + 8 = 1.
Siy > x alors

[

y
ng(x,y)ziﬂy <—x+y

Si z > y alors idem. y<(l-—2)1—-y)er+y<1

2oy <x>a - Exercice 21 : [énoncd]

Commencons par résoudre le min. On a
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Casz+y<1:

min {ay, (1 - 2)(1 - y)} = oy < o(1 —2) <

NG

Casxz+y>1:

min {2y, (1 —2)(1 —y)} = (1 —2)(1 —y) < (L —a)r < 1/4

Exercice 22 : [énoncé]
Soit z <y € R. || < x donc |x] <yor |z] €Z donc |z]| < |y] car |y] est le
plus grand entier inférieur a y.

Exercice 23 : [énoncé]
Puisque |z] <z et |y] <y,ona

lz] + lyl <z+y
Par définition, |z + y| est le plus grand entier inférieur & = + y, on a donc déja
lz] + ly] < [z +y)
D’autre part < |z| +1et y < |y] + 1 donc
r+y<l|lz|+|yl+2

puis
lz+y] <lz]+ |y]+2

Puisque cette inégalité concerne des entiers, on peut transformer cette inégalité
stricte en 'inégalité large suivante

lz+y] <[z]+ |yl +1

Exercice 24 : [énoncé]
Si|lz|]<z<|z]+1/2et |y] <y<|y|+1/2alors

lz+yl=lz|+y], [22] =2[x] et |2y] =2]y]

puis relation voulue.
Silz]+1/2<z<|z]+1let |y <y<|y]+1/2alors

lz+yl <lz]+ |yl +1, [2z] =2]z] +1et [2y] =2]y]

puis la relation voulue
Si|lz] <x<|z]+1/2et |y]+1/2<y<|y]+1:analogue
Silz|+1/2<ax<|z]+1let|y]+1/2<y<|y]+1alors

lz+y| =|z]+ |y +2, [22] =2|z]+1et [2y] =2]|y] +1

puis la relation voulue.
Dans tous les cas la relation proposée est vérifiée.

Exercice 25 : [énoncé]

On a |nx] < nz puis LZ—IJ <z, or x — |z] est croissante donc

F?JJ < =)

|z] <z donc n|z] < nzxpuisn|z] < |[nx] carn|z| €Z
Par suite Inz]
n
< - -
o) < 12
puis

et finalement

Exercice 26 : [énoncé]

Posons m = |nx] et réalisons la division euclidienne de m par n : m = ng + r avec
0<r<n—1.

On ang+r < nx <ng+r+1 donc pour tout k € {0,...,n—1}:

k+r k k+r+1

q+ <x+E<Q+

Si k+r < n alors Lx—l—%J =qetsik+r>nalors Lx—i—ﬂ =q+ 1.
Par suite
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Exercice 27 : [énoncé]
Sia¢Zalors [a,b]NZ={|a] +1,|a] +2,...,|b]} donc

Card([a,b] N Z) = [b] — |a]

Or
[1—a]=1+|-a]=—|d]

car a ¢ Z donc
Card([a,b) NZ) = |b] + |1 —a]

Sia € Z alors [a, | NZ = {a,a+1,...,|b]} donc
Card([a,b] NZ) = |b] —a+1=[b] + |1 —a]

car 1 —a € Z.

Exercice 28 : [énoncé]

a) Par récurrence sur n € N*.

Pour n =1, a; =2 et by = 1 conviennent.
Supposons la propriété établie au rang n > 1.

(24+V3)" = (2 4+ V3)(an +buV3) = any1 + by V3
avec an+1 = 2ay, + 3by, et b,11 = a, + 2b, de sorte que
31 — gy = —ap + 30, = —1

Récurrence établie.
b) a, — 1 < b,V/3 < a, donc 2a,, — 1 < (2+v/3)" < 2a,, donc

{(2 + \/§)"J = 2q, — 1
C’est un entier impair.

Exercice 29 : [énoncé]
Soit p un entier strictement supérieur & v/n ++v/n+ 1. On a

on+1+2vVn2+n<p?

donc
4(n® +n) < (p® = (2n+1))

Puisque les nombres comparés sont des entiers, on a aussi
2 2 2
4n*+n)+1< (p°— (2n+1))

c’est-a-dire )
(2n+1)* < (p* — (2n+1))

et on en déduit
4n + 2 < p?

Or le carré d’un entier ne peut qu’étre congru a 0 ou 1 modulo 4. On en déduit

4n + 2 < p?

et donc

Vin+2<p

Ainsi, il n’existe pas d’entiers compris entre \/n +v/n + 1 et v/4n + 2 donc

[V +vn+1] = [Vin +2]

Exercice 30 : [énoncé]
Puisque z € U, on a z = 1/z donc

z4+1\ z+1 1/z41 142z  z+1
z—1) z-1 1/z2—-1 1-2z  z-1
puis
1
TR
z—1

Exercice 31 : [énoncé]
a) Posons = Re(z) et y = Im(z).
e —dff 2?4 (y - 1)?

oz 224 (y+1)?

1f(2)?

Siy > 0alors 22 + (y — 1) < 2% + (y + 1)? donc |f(2)| < 1. Ainsi,
Vze P, f(z) e D

b) Soit Z € D.
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avec

1+Z 1+Z-Z-2Z 2lm(Z) 1—|Zf
1 =1 5 = - 5t 5
1-Z 11— Z| 1—zP? |1-Z

Ainsi,
VZ eD,3zeP,f(z) =2

Exercice 32 : [énoncé]
C, et S, sont les parties réelles et imaginaires de

n i(n+1)0 . (nt+1)0

Zeike _ € (18 1 _ eme/zsm 2

- 0 _ - C-A

=0 € 1 sin 3

Ainsi
nf sin (D0 n@ sin (110
C, = cos ——— 3 et S, =sin —_72
2 siné 2 sing

2

Exercice 33 : [énoncé]
C, et S, sont les parties réelles et imaginaires de

" (n) : n 0
Z ezk9 _ (1 + eze)n _ 2nezTg cos™ —
k 2
k=0

Ainsi

0 0 0
C, = 2" cos % cos” 3 et S, = 2" sin % cos” 3

Exercice 34 : [énoncé]

On observe que B = {i, —i} est solution. Montrons qu’il n’y en a pas d’autres. . .

Posons f: C — C et g: C — C définies par
f(2)=1—z+2%ct g(z) =1+ 2+ 2>

On remarque

[f(z) =il = |z +illz = A+ D), [f(2) +il = |z =il [z = (1 =)

lg(z) —i| =z —i||z+1+1i| et |g(z)+i|=|z+1i||]z+1—1]

Soient a € B et (z,)n>0 la suite d’éléments de B définie par zp = a et pour tout

néeN
| f(zn) siRe(z,) <0
Fntl = 9(zn) siRe(zp) >0

Posons enfin
Up = |z,21+1| = |zp — | |20 + 1]

Si Re(z,) < 0 alors
untr = [f(zn) =il [f(zn) + il = un |20 = (L +0)[ |20 — (1 =)

Selon le signe de la partie imaginaire de z,, I'un au moins des deux modules
|2, — (1+1)| et |z, — (1 — )| est supérieur & /2 alors que I'autre est supérieur a 1.
Ainsi

Un+1 = \/iun

Si Re(z,) > 0, on obtient le méme résultat.

On en déduit que si ug # 0 alors la suite (u,) n’est pas bornée. Or la partie B est
bornée donc uy = 0 puis @ = £i. Ainsi B C {i, —i}.

Sachant B # () et sachant que ’appartenance de i entraine celle de —i et
inversement, on peut conclure

B = {i,—i}

Exercice 35 : [énoncé]
Rappelons que si u est un complexe de module alors 1/u = .
On a alors

donc

Exercice 36 : [énoncé]
a) On a
zeCe|z—z) =1

et en développant
|z — zo|2 =(z—20)(2—20) = 2Z — 20Z — 202z + 2020
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b) Notons que 0 ¢ C puisque |z9| # r. On peut donc considérer I'image f(C).
Soit Z = f(z) avec z € C. Puisque

|z|2 — 202 — 207 + |,zo|2 =72

on a
20 20 |Zo|2 — 7‘2

1-—
z z zZZ

donc -
| — 207 — 507 + <|zo|2 - 1"2) Z2 =0

ce qui se réécrit

\Z|2 _ 220 B 250 7 _ 1 ;
|20l" =72 fzl” =2 r? =z
Posons alors %
Zy = 7|Zo|2 ~ 2
et ’on obtient
1 |zo|2 B r?

\Z)? = ZoZ — ZoZ + | Zo|* = . 5 = .
r2 = [zl (|2?0|2 - T2) (|Zo\2 - 7“2)

Ainsi Z appartient au cercle C’ de centre Z; et de rayon “Z‘,‘Tiﬁ'

NE
Inversement, en reprenant les calculs en sens inverse, on obtient que tout point Z
de C’ est 'image d’un certain z de C.

Exercice 37 : [énoncé]

a) M = I est solution.

Pour M # I, I, M, M’ sont alignés si, et seulement si, il existe A € R tel que
— 5 T

IM' =AM ie. 2= € R.

Posons = Re(z) et y = Im(2).

I (Z=5) =0 a(e— 1) +yly-1) =0 (r-3)°+ (-1’ =1

7

Finalement le lieu des points M solutions est le cercle de centre (2

rayon 1/v/2.

b) Le point M’ est 'image de M par la rotation de centre O et d’angle 7/2.

2
1/2/ et de rayon 1/v/2

Le lieu des points M’ est donc le cercle de centre €Y/

Exercice 38 : [énoncé]
Soit z un complexe du cercle unité avec z # 1. Il existe § € ]0, 27| tel que z = .

On a alors '
1 1 —ig/2__ *

1. 0
- = i + —icotan—

2sin0/2 2 2 2

Quand 6 parcourt ]0, 27| (ce qui revient & faire parcourir & z le cercle unité),
Pexpression cotan(6/2) prend toutes les valeurs de R. L’image du cercle unité est
la droite d’équation = = 1/2.

Exercice 39 : [énoncé]
Soit M(z) solution avec z = a +ib et a,b € R.
On a2a=+vVaZ+b2donca>0etb==+v3a.
1

Ainsi M se situe sur les demi-droites d’origine O dirigée par les vecteurs o 3 et

|1
0 .
-3

Inversement : ok.

Exercice 40 : [énoncé]

En multipliant les trois complexes ¢, u, v par €', on peut former un nouveau
triplet solution & partir d’un premier. Sans perte de généralité, on peut donc
supposer t € Rt auquel cas t = a.

En écrivant u = x + iy et v = 2’ + iy’ avec z,2’,y,y" € R, la condition

t+ u+ v =0 donne
{x’:—(a—i—x)

y =Yy

0

et les deux conditions uu = b2 et vv = ¢? équivalent alors au systéme

=
(J:+a)2—|—y2=(22

Ce systeme possede une solution si, et seulement si, le cercle de centre O et de
rayon b coupe le cercle de centre 2(—a,0) et de rayon c. Ces deux cercles se
coupent si, et seulement si,

[b—cl<a<b+c

On peut alors conclure que le triplet (¢,u,v) existe si, et seulement si, chacun des
parametres a, b, ¢ est inférieur & la somme des deux autres.
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Exercice 41 : [énoncé]
2> =24 V242 — /2 =4 donc |2| = 2.

Posons 6 un argument de z qu’on peut choisir dans [0, 7/2] car Re(z),Im(z) > 0.

On a cosf = %\/2+\/§donc

1 2
cos(29)=2cos29—1:§(2+\/§>—1:%

avec 260 € [0, 7] donc 20 = /4 puis 6 = 7/8.

Exercice 42 : [énoncé]

(<) ok

(=) Si |z 4 2| = |z| + |7 alors, en divisant par |z] : |1 + x| =1+ |z| avec
x=2z/z¢eC.

Ecrivons © = a + ib avec a,b € R.

N+z>=(a+1)%?+b>=1+d® +b* + 2a

et
1+ |2)° =0+ Va2+02)? =14 a® + 0> +2Va® + b2

|1+ x| =1+ |z| donne alors a = Va2 4+ b2 doub=0et a > 0.
Par suite z € RT et on conclut.

Exercice 43 : [énoncé]

On a
! 1 / ! 1 / / ! !
2+ 1= 51z =2) + (e + 20+ Sz = 2) + (& +2)[ < [z + 27 + [z = 2]

Interprétation : Dans un parallélogramme la somme des longueurs de deux cotés
est inférieure & la somme des longueurs des diagonales.
Il y a égalité si, et seulement si, : 2 — 2/ =0 (i.e. 2 = 2') ou 2% € RT et

z—2z'
’
z+z
2/ —z

€ R ce qui se résume & 2/ = —z.

Exercice 44 : [énoncé]
Si a = 0, 'inégalité est vraie avec égalité si, et seulement si, b = 0.
Si a # 0, I'inégalité revient a

1+ Ju < T4+ul+ |1 -y

avec u = b/a. En écrivant u = z + iy,

(L4 ul)? = 14+2Va2 + 12 + 2% + ¢
<24 2(z% +¢?)
=1+ uf* +]1 -l
< ([T +u] + |1 — ul)?

avec égalité si, et seulement si, 22 + y? = 1 et |1 — u2| = 0 soit uw = %1 ce qui
revient a a = +£b.

Exercice 45 : [énoncé]
Pour que la quantité soit définie il est nécessaire que z # 1/a.
Si tel est le cas

z—a
1—-az

<lelz—af <|1—az)?

Sachant |z + y|*> = |z|*> + 2Re(Zy) + |y|°, on obtient

Z—a

! <1c>(|a|2—1) (\z|2—1)>0
1—az

L’ensemble recherché est ’ensemble des complexes de module inférieur a 1.

Exercice 46 : [énoncé]
a) En développant

‘Zl + 22‘2 = (Zl + 2’2)(21 + 22) = |Zl|2 + 2122 + 212’2 + |22|2

et la relation écrire est alors immédiate.
b) On a
2 2
|21 4+ 22|” + |21 — 22" < 4

donc parmi les quantités |z + za| et |21 — 22|, 'une au moins est de carré inférieur
a 2.

Exercice 47 : [énoncé]
Soit z € C.
Si z € R™ alors f(z) =0.
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Sinon, on peut écrire z = re? avec r > 0 et § € |—m, 7| et alors Exercice 51 : [énoncé]
14 it Quitte & réindexer, on peut supposer
_ _ 6/2
flz)=r =rcos —¢ , .
(2) 2 2 Vk e {1,...,n},wp = ¥F™/" = WP avec w = 27/

Puis 5(0/2) >
uisque cos(6/2) > 0 a) Si n ne divise par p alors, puisque wP # 1

If(2)] = TCOSg et arg f(z) = Q

n
1—w
2 Sp:Zwkpzwpiw =0
donc — 1—wp
f(z) e {Z € C/ReZ > 0} o
) Si n divise p alors
Inversement, soit Z € C tel que ReZ > 0. n n
On peut écrire Z = Re'* avec R > 0 et a € |—7/2,7/2[. Pour Sp = Zwk” = Z 1=n
k=1 k=1
_ R 2ic
cos b) Powr 1< k<n—1,ona
les calculs qui précedent donnent 1 _ _o—ikn/n ‘ '1 = i ot kj n 1
f(Z)ZRem:Z 1—wyg 2isin 7 2 n 2
Finalement, les valeurs prises par f sont les complexes de parties réelles Puisque ) )
strictement positives ainsi que le complexe nul. ok — 14 - L
P d P cot—7r = Zcot(w—w>:§:—cot<w>
n fl=n—k n
k=1 =1
Exercice 48 : [énoncé] on a
|2+ 1% = |2]> + 2Re(2) + 1 et (|2| + 1)% = |2|* 4+ 22| + 1 donc — kT
lz+1|=|2| + 1 © Re(z) = |2| & z € RT. HCO -
puis

Exercice 49 : [énoncé] T (n—=1)
Puisque le produit d’exponentielles est ’exponentielle de la somme - 2

n—1 n=log 9im =1 On peut aussi retrouver cette relation en considérant que T est la somme des
H e2kT/n — exp (Z ) = exp ( Z k;) =exp(i(n — 1)) = (=) ! racines d’un polynome bien construit
n n

k=0 k=0 k=0
P'=(X-1)"—X"=-nX""'+ nn—1) 1)an2+...
2
Exercice 50 : [énoncé]
Notons wy = e avec k € Z. Par factorisation d’exponentielle équilibrée
k Exercice 52 : [énoncé]
lwi — 1| =2 sinﬂ‘ On a
n n—1 n n—1
(1—w)S:Z(k+1)wk—kak: Wk —nw" = —n
Alors k=0 k=1 k=0
n—1 n—1
k km 1 COS 7
Z |zfl|:z2sini:2hn z:e’kT = 4Im . =2 2n :20otldonC n
n 1— eim/n sin X 2n S =
z€U, k=0 k=0 2n w—1
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Exercice 53 : [énoncé]

a)

b)

Exercice 54 : [énoncé]
2ikm . N oy 7
Notons wy, = e = avec k € Z les racines neme de 'unité.

n
Si z est solution alors nécessairement z #£ 1 et (ﬁﬂ) =1 donc il existe

ke {0,1,...,n—1} tel que
z+1
=w
z—1 b
ce qui donne
(wp—1Dz=wr+1
Si k = 0 alors ce la donne 0 = 2 donc nécessairement k € {1,...,n— 1} et wi # 1.

Par suite
wp +1 2 cos %” . km
z = = - = —tcot —
wr—1  2¢sin o n

Inversement, en remontant le calcul : ok
Finalement

S = {—icotlm/ke{l,...,n—l}}
n

Puisque la fonction cot est injective sur ]0, [, il y a exactement n — 1 solutions.

Exercice 55 : [énoncé]
On a
2P+ 1=0&2"=eT"

2o = e'n est solution particuliére de I’équation et donc

S::{ﬁowk/kez{OV..,n——l}}::{eﬂﬁ%ﬁl/kez{o,”.,n——l}}

Exercice 56 : [énoncé]
z =14 n’est pas solution.

Pour z # i,
Zz4+3\" zZ41
(z—i—i)”:(z—i)"(:)( ) =1l<3ke{0,...,n—1}, - = wg
z—1 z—1
en notant wy, = g2itkm/n
Pour k£ =0, wi = 1 et I’équation % = wy n’a pas de solution.
52 . +4i .
Pour k € {1,...,n — 1}, wg # 1 et I'équation Z=; = w;, a pour solution
wp +1
2k =
wk——l
Ainsi § = {z1,...,2n-1} avec
2 cos KT i 5F kmw
2 =1— ;? —— =cot— e R
2isin “fe’ n

n
deux & deux distincts car cot est strictement décroissante sur I'intervalle ]0, 7r[ on
évoluent les %’T pour 1 <k<n—1.

Exercice 57 : [énoncé]

On a
1+A+B=0,AB=2et Im(4) >0
donc
Ao LT
2

Exercice 58 : [énoncé]
a) Puisque les racines de I’équation 2™ — 1 sont 1,w,...,w™ !, on a

n—1

z”—lz(z—l)H(z—wk)
k=1

Oronaaussi 2" —1= (2 —1)(1 +2z+ -+ 2" 1) d’ou I'égalité proposée pour

z # 1.

n—1 n—1
b) Les fonctions z +— [ (z —w*) et z+ Y x* sont définies et continues sur R
k=1 £=0

et coincident sur R\ {1}, elles coincident donc aussi en 1 par passage a la limite.
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¢) Pour z = 1, Iégalité du a) donne []

(1 — w”) = n. Or par factorisation de

k=1

I’exponentielle équilibrée,

1—wk
et
n—1
k=1
donc
n—1

k=1

puis la relation proposée.

Exercice 59 : [énoncé]

Puisque la somme des racines 5-iéme de 'unité, en considérant la partie réelle, on

obtient

ikmw ., ™
= —e n 2¢8in —
n

n—1
EDIL
e k=1 — Z'n—l

o kr
1— k — 2TL—1 s
I | (1—-w") klzll sin —

2 4
1—|—2cos£—|—2008—ﬂ:0

5

Sachant cos2a = 2cos?a — 1, on obtient que cos(27/5) est solution positive de

I’équation
4r? +
et donc
2

COS — =

5

Or cos2a = 1 — 2sin? a donc

puis
Lo T
sin? —

5

5

2r—1=0

V-1
4

et enfin la formule proposée puisque sin(w/5) > 0.

Exercice 60 : [énoncé]

x = 1 est solution de ’équation si, et seulement si, a®> — 2a — 3 = 0 ce qui donne

a=—1oua=3.

Lorsque a = —1, les solutions de I’équation sont 1, ’3%\/5, _3+T\/5~
1 —3+43v3 _ 3433
T 2

Lorsque a = 3, les solutions de 1’équation sont

Exercice 61 : [énoncé]
a) S ={1,-1+ 2i},
b) & ={—1+i,—3+2i,1—i,3— 2i.

Exercice 62 : [énoncé]

a) +(3 — 2i)

b)a=—-2i,b=—-1+3ietc=2+1i

¢) le—b| = |c—a] = V13 et |b— a| = v/26. Le triangle est rectangle isocéle.

Exercice 63 : [énoncé]
On a _
4v/2(1 +14) = 8¢'1

donc zp = 27z est solution particuliere de I'équation.
L’équation 23 = 23 équivaut alors & P'équation (z/zp)° = 1 dont I'ensemble
solution est

S = {70, 204, 205 }

Exercice 64 : [énoncé]
Il s’agit d’un systeme somme produit, on obtient ses solutions en résolvant
I’équation

22— (14+d)z+(2-i)=0

On obtient ’ensemble solution

S = {(1 +2i, —i), (—i,1 + 2i)}

Exercice 65 : [énoncé]

Posons p = |Z| et § =argZ [27]. ¢* = Z < z =Inp+i6 + 2ikm avec k € Z.
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Exercice 66 : [énoncé] Exercice 70 : [énoncé]
Posons = Rez et y =Imz. On a Puisque e** 4 €'Y 4 €' = 0, en multipliant par e™**, on obtient

1+i:<1+£)+1g 1+eia+ei[3:0
n n n

Pour n assez grand, on a 1 +z/n > 0 et donc avec o« =y — x et § = z — x. En passant aux parties réelle et imaginaire
)

n _ 2 2 cosa+cosf3 = —1
(1 + E) = ,,,Zelnen avec r, = \/(1 + E) + (g> et 0, = arctan y/in {
n n n

1+2/n sina+sinf =0
Quand n — +o0 L’équation sin o + sin § = 0 donne
2 242 2 1
Ty = exp Pmf1+2242 +y = exp T yof= — exp(z) a=—f [2r]oua=n+p [27]

2 n n? 2 n n

ot Sia=m+4 8 [2n] alors la relation cosa + cos 8 = —1 donne 0 = —1.
no ~mx Y Il reste a = =3 [27] et alors 2cosav = —1 donne o = +27/3  [27].
n y Par suite e’® = j ou j2.

donc On obtient alors aisément 1 4 % 4 e%# = ( puis €@ 4 e?¥ 4 ¢?* = (.

Exercice 67 : [énoncé]
z=¢e" +1=2cos gei0/2.
Sicos & > 0 alors |z| = 2cos § et arg(z) = & [2], si cos § = 0 alors |z| = 0.
et si cos § < 0 alors |2| 0:/ —2cos § et arg(z) = ¢+ [27].

i6/2

2 =e® —1=2isin ge et la suite est similaire.

Exercice 68 : [énoncé]

En factorisant €¥/2 au numérateur et au dénominateur
e? —1 ising/2 - 0

. = = {tan —

e?+1  cosf/2 2

Exercice 69 : [énoncé]
On peut factoriser

. o 916’ .0’ _.e—e’ 0—0 _ore
e 4 =T (7T 4+e777 ) =2cos 5 e 2

ce qui permet de préciser module et argument en discutant selon le signe de

-6
COs 3 -
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