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Enoncés 1

Séries entieres

Calcul de rayon de convergence concret

Exercice 1 [00971] [correction]
Déterminer le rayon de convergence des séries entieres :

a) Z %z" b) Zefnzz" c) Z 12—2”22” d) Z %T;ZS"

n=0 n=0 n>=1 n=0

Exercice 2 [03054] [correction]
Déterminer le rayon de convergence de :

a) Zn!z” b) Z <2:> 2" ) Z Ei%):; 2" d) Z ("Vn+1- {/n)"

n>=0 n>=0

Exercice 3 [00972] [correction]
Déterminer le rayon de convergence des séries entieres :

a) Zz"2 b) Zsin(n)z” c) Z SH;(Z”) 2"

n>=0 n=0 n>1

Exercice 4 [03298] [correction]
a) Déterminer les rayons de convergence des séries entiéres

n+1
1 n t 3 —n n
E n < p ) z" e E sin(e™")x

b) Une série entiére converge-t-elle normalement sur son disque ouvert de
convergence ?

Exercice 5 [03383] [correction]
Déterminer le rayon de convergence de la série entiére Y a,z™ ou (a,) est la suite
déterminée par

a=0o,a1 =P et Vn € N ayyo =2a0,41 — an

avec (a, 8) € R2.

Exercice 6 [02842] [correction]
Quel est le rayon de convergence de

2
Z 7_‘_\/n +2nx2n ?

Exercice 7 [02841] [correction]
On note a,, la n-itme décimale de /3.

+oo
Quel est I'intervalle de définition de > ana™?
n=1

Exercice 8 [02843] [correction]
Soit o € R. Quel est le rayon de convergence de

Z cos(na) 17

n
n>1

Exercice 9 [00973] [correction]
Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :

Z d(n)z" et Z s(n)z"

n>1 n>1

ot d(n) et s(n) désignent respectivement le nombre de diviseurs supérieurs a 1 de
Ientier n et la somme de ceux-ci.

Exercice 10 [03483] [correction)]
Soit a un réel irrationnel fixé. On note R, le rayon de convergence de la série

entiere
n

> Gt
= sin(nma)
a) Démontrer que R, < 1.
b) On considere la suite (uy,),>1 définie par

up =2etVn = 1uper = (up)™

Démontrer que pour tout entier n > 1

Unp, 1
Up+1 = (n+1)”
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En déduire que la série de terme général 1/u,, converge.
Dans la suite, on pose

et on admet que « est irrationnel.
¢) Démontrer qu’il existe une constante C' strictement positive telle que, pour tout
entiern > 1 :

400
1 _ ©
Tun Y, S

u
k=n-+1 k Un

d) Démontrer que R, = 0.
e) Question subsidiaire : démontrer que « est effectivement irrationnel.
Enoncé fourni par le CENTRALE-SUPELEC (CC)-BY-NC-SA

Calcul de rayon de convergence abstrait

Exercice 11 [o00977 ] [correction]

Soient > a,z™ une série entiére de rayon de convergence R et zp € C. On
n>=0
suppose que Y. apz{y est semi-convergente. Déterminer R.
n=0

Exercice 12 [00975 ] [correction]
On suppose que V/|a,| — £ € RT U {+occ}.
Déterminer le rayon de convergence de _ a,z™.

Exercice 13 [00978 ] [correction]
Montrer que pour tout « € R les séries entiéres Y a,2" et > n%a,z"™ ont méme
rayon de convergence.

Exercice 14 [o00974 ] [correction]
Soit Y a,z™ une série entiére de rayon de convergence R.
Déterminer le rayon de convergence de la série entiere S a,22".

Exercice 15 [03310] [correction]
Soit Y a,z™ une série entiére de rayon de convergence R.
Déterminer le rayon de convergence de

2. n
Eanz

Exercice 16 [ 03309 ] [correction]
Soit > a,z™ une série entiere de rayon de convergence R > 0.
Déterminer le rayon de convergence de

a
> e
n!

Exercice 17 [02523] [correction)]

Soit une série entiére Y a, 2™ de rayon de convergence non nul.

a) Montrer qu’il existe un réel r > 0 tel que |a,| < 1/r™ & partir d’un certain rang.
b) Quel est le rayon de convergence de la série entiere ) 42" ?

n
c¢) On note S,, = > ag. Quel est le rayon de convergence de la série entiére

k=0
5 Span?
n:

Exercice 18 [o03484] [correction)]
Soit (ay) une suite de réels tous non nuls.
Quelle relation lie les rayons de convergence des séries entieéres ci-dessous

Zanzn et Z iz"

Exercice 19 [00976] [correction]

Soit Y a,z™ une série entiére de rayon de convergence R. On pose
© 1 Jan|

et on note R’ le rayon de convergence de > b, z".

a) Montrer que R’ > max(1, R)

b) Etablir que si R > 1 alors R’ = R.

c¢) Exprimer alors R’ en fonction de R.

bn

Exercice 20 [ 00979 ] [correction]

Soient > a,2™ et Y b,z™ deux séries entiéres de rayon de convergence R, et Rp.
On suppose que pour tout n € N, a,b,, = 0.

Montrer que le rayon de convergence de Y (ay, + b, )2" est R = min(Rq, Rp)
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Domaine de convergence

Exercice 21 [o02855] [correction]

Pour n € N*, on pose
oo
I, = / et dt
1
a) Déterminer la limite de (I,,).

b) Donner un équivalent de (I,).

¢) Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére de terme général I,,a".

Etudier sa convergence en R et en —R.

Exercice 22 [o03016] [correction]
Soit

1
I(p,q) = /o tP(1 —t)dt

a) Calculer I(p,q).
b) La série de terme général u,, = I(n,n) est-elle convergente ou divergente ?
¢) Donner le domaine de définition de Y u,z™.

Etude de la somme d’une série entiére concrete

Exercice 23 [03307] [correction]
Soit (f,) la suite des fonctions donnée par

Yn = 2,Vx € R, fr(z) = (=1)" In(n)z"”

a) Déterminer le rayon de convergence de la série entiére > f,,.
On note S sa somme.
b) Montrer que

+oo
Vo e ]-1,1[,5(x) = T _’1_ - (Z (=1)"*'1n (1 + 71]) xn+1>

n=1

¢) En déduire que S admet une limite en 1~ et que

lim S(z) = % <+Zoo (—=1)"*1n (1 + ;))

—1-
r n=1

d) Calculer la limite ci-dessus en utilisant la formule de Wallis

I1x3x---x(2n—1) 1

=T

lim
n—+oo  2X4 XX (2n)

Exercice 24 [00038] [correction)]
a) Etudier la convergence et préciser la limite éventuelle de (a,) définie par

apt1 =In(l+ay) et ag >0

b) Rayon de convergence de Y a,a"
c¢) Etudier la convergence de (> a,z™) sur le bord de lintervalle de convergence
(on pourra étudier la limite de 1/an4+1 — 1/a, et utiliser le théoréme de Cesaro)

Exercice 25 [03653] [correction]
Pour x réel, on pose

+o0 s
f@) =3 7
n=1
a) Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére définissant f.
Etudier la convergence de la série entiere en 1 et en —1.

b)
c¢) Etablir la continuité de f en —1.
d) Déterminer la limite de f en 1.

Exercice 26 [03890] [correction]
a) Donner l'intervalle de définition I de la fonction s qui au réel = associe

+oo 4,

b) Quel est le signe de s’ sur INRT?

Quelle est la limite de s en 'extrémité droite de I N R™ ?

¢) Ecrire (1 — x)s'(x) sous forme d’une série et en déduire le signe de s’ sur I.
d) Etudier la convexité de f définie sur Rt par

@)= (Ver1-ya)e

En déduire que la fonction s est convexe.
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Exercice 27 [o03201] [correction]

Soit
+oo 1
fixz— sin () x”
2\

a) Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére définissant f.
b) Etudier la convergence en —R et en R.

¢) Déterminer la limite de f(x) quand z — 1.

d) Montrer que quand © — 1~

(1-2)f(z) =0

Exercice 28 [03663] [correction)]
On pose

S S~y
Vz e C,c(z) = Z 22" et s(z) = Z L pntl
n=0 ’ n
Montrer que
VzeC,e(2)® +s(2)? =1

Etude de la somme d’une série entiére abstraite

Exercice 29 [00980] [correction]
Soit > a,z™ une série entiére de rayon de convergence R > 0 et de somme f.

400
a) Exprimer Y ag,z?"

n=0

en fonction de f pour |z| < R.

+oo
b) Méme question avec Y ag,z
n=0

3n

Exercice 30 [00983] [correction]
Soit (ay) une suite non nulle et T' périodique (avec T' € N*).

a) Déterminer le rayon de convergence de la série entiere > a,z".
n>=0

nT—1 +00

b) Simplifier > apa®. En déduire que Y a,z™ est, pour tout = € ]—1, 1], une
k=0 n=0

fraction rationnelle en x.

Exercice 31 [o09s81] [correction]

+oo
Soit f(x) = Y. anx™ la somme d’une série entiere de rayon de convergence 1.
n=0

On pose pour tout n € N

n “+o0
S, = Zak et g(x) = Z Spa™
k=0 n=0

a) Déterminer le rayon de convergence de la série entiere définissant g.
b) Pour tout = € ]—1, 1], exprimer g(x) en fonction de f(x).

Exercice 32 [o009s82] [correction)]

Soit (a,,) une suite de réels strictement positifs. On pose S,, = ay, et on suppose

n
k=0

Sp — +o0 et ap /S, — 0
Déterminer le rayon de convergence des séries entieres Y anz™ et > S,a" puis

n>=0 n>0
former une relation entre leur somme.

Exercice 33 [00984] [correction)]

“+00
Soit S(z) = > ana™ de rayon de convergence R > 0.

n=0
On suppose qu'’il existe o > 0 tel que sur [0, o] on ait S(x) = 0.
Montrer que S = 0.

Exercice 34 [o02854] [correction)]

(oo}
Soit une série entiére Y a,z™ de rayon de convergence R > 0 et de somme f(2).
n=0

a) Montrer que pour 0 < r < R,

1 27 )
Z |an\2r2" = 2—/ ‘f(reze)|2 do
™ Jo

b) Que dire de f si |f| admet un maximum local en 07
¢) On suppose maintenant que R = 400 et qu'il existe P € Ry [X] tel que
|f(2)| < P(]z]) pour tout z complexe. Montrer que f € Cy [X].

Exercice 35 [02856] [correction]

Soient B = {z € C,|z| < 1} et f une fonction continue de B dans C dont la
restriction a B° est somme d’une série entiere. Montrer qu’il existe une suite
(Pr)k>0 de polynéme convergeant uniformément vers f sur B.
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Comportement en une extrémité de ’intervalle de

convergence

Exercice 36 [o03068] [correction)]
Soit I I’ensemble des réels z tels que la série entiere

“+o0
Z In(n)z"™
n=1

converge. On note f(x) la somme de cette série entiére.
a) Déterminer 1.
b) On pose

1

1
alz—letan:—ln<1—>—pourn>2
n n

Déterminer le domaine de définition de
—+oo
g:x— Z anx”
n=1

¢) Trouver une relation entre f et g.
d) Donner un équivalent de f(x) quand x — 1.
e) Donner la limite de f(z) quand z — —1F

Exercice 37 [03783] [correction]
Donner un équivalent simple quand x — 1~ de

+o00 )
fla)y=> a"
n=0

Exercice 38 [02844 ] [correction]
a) Soit (a,) une suite complexe. On suppose que la série entiere » | a,2™ a pour
rayon de convergence R. Déterminer les rayons de convergence de

Z (anInn)z™ et Z (an Z ;) "

k=1
+oo

b) Donner un équivalent simple de Y In(n) 2™ quand z — 1.
n=1

Exercice 39 [o02852] [correction]
Domaine de définition et étude aux bornes de

+oo

1
Z In (1 + ) x"
n=1 n

Exercice 40 [03747] [correction)]
a) Donner l'ensemble de définition de

fla) = :zjln (1 + i) 2"

_1)EQ/2)
b) Calculer f(—1) et fol % dz ol E est la fonction partie entiére.
¢) Donner un équivalent de f en z =1

Exercice 41 [02853] [correction]

On pose
+oo
tht
an = —-dt
=%
pour n € N*.
“+oo
a) Etudier la convergence de la série > a,z"entiére pour x réel.
n=1

On note f(x) la somme de cette série entiére.
b) La fonction f est-elle continue en —17
¢) Donner un équivalent simple de f en 17.

Exercice 42 [o00158] [correction)]
a) Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere Y a,z™ ou la suite
(ay) est définie par

an+1 =In(l+ay,) et ag >0

b) Etudier la convergence de > a,2™ en = —R.
c¢) Déterminer la limite de la suite (u,) de terme général

1 1

Up =
an+1 Qp,

d) En déduire un équivalent simple de (a.,).
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e) Donner un équivalent de
+oo
E anpxr”
n=0

quand x — R™.

Exercice 43 [03067 ] [correction]
Soit (uy,) une suite réelle bornée et pour n € N

n
Sni: E Up
k=0

a) Quels sont les rayons de convergence des séries entieres

OETRD SETE

b) On note u et S leurs sommes respectives. Former une relation entre S, S’ et u'.

¢) On suppose que la suite (S,,) converge vers un réel ¢. Déterminer

lim e *S(x)

T—r+00

d) Dans cette question, on choisit u,, = (—1)". Déterminer

lim e *S(x)

Tr——400

Exercice 44 [02394] [correction]
Soit Y a,x™ une série entiére de rayon de convergence R = 1.
Pour = € |—1,1[, on définit
+oo
= Z anx"
n=0

On suppose que la suite (a,,) est a termes réels positifs et que la fonction S est
bornée sur [0, 1]
a) Montrer que ) a,, est une série convergente.

b) Montrer que
—+oo —+oo
lim <Z ana;") = Z an
n=0 n=0

r—1-

Exercice 45 [03245] [correction]
Soit Y a,a™ une série entiére de rayon de convergence R = 1 avec

vneNa, >0

Pour z € |1, 1], on pose
+oo
o
n=0

et on suppose que la fonction S est bornée.
a) Montrer que la série Y a, est convergente.

b) Montrer que
lim S(x Z ay

x—1—

Exercice 46 [ 03246 [correction)]
Soit > a,x™ une série entiere de rayon de convergence R = 1 et de somme

el-1,1]— f(z Zan

On suppose que la série numérique > a,, converge, montrer que la fonction f est
définie et continue en 1.

Exercice 47 [ 03244 ] [correction]
Soit f la fonction somme dans le domaine réel d’une série entiere Y a,z™ de
rayon de convergence R = 1.
On suppose 'existence d’un réel
(= lim f(z)
Tz—1-
a) Peut-on affirmer que la série numérique Z an converge et que sa somme vaut £ 7
b) Que dire si ’on sait de plus a, = o(1/n)? [Théoréme de Tauber]

Exercice 48 [ 00985 ] [correction)]

Soient Y anz™ et > bya™ deux séries entiéres de sommes respectives f(z) et g(z)
avec pour tout n € N, b,, > 0.

On suppose que le rayon de convergence de > b,z™ est R et que cette série
diverge en R.

a) On suppose que a,, = o(b,). Montrer que f(z) = o(g(z)) quand = — R~.

b) On suppose que a,, ~ b,. Que dire de f(x) et g(x) au voisinage de R?
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Exercice 49 [02452] [correction] Exercice 51 [03989] [correction]
Soit (pp) une suite strictement croissante d’entiers naturels telle que n = o(py,). On pose
On pose Foo = 1

+00 flz) = Z (Inn)z™ et g(z) = Zln (1 . ) "

f(z) = Z aPn n=1 n=2 "

n=0 a) Déterminer les rayons de convergence de f et de g.
a) Donner le rayon de convergence de la série entiere Y xP~ et étudier la limite de b) Montrer que g est définie et continue sur [—1, 1].
(1 —2)f(z) quand z tend vers 1 par valeurs inférieures. c¢) Trouver une relation entre (1 — z)f(z) et g(z).
b) Ici p, = n? avec ¢ € N et ¢ > 2. Donner un équivalent simple de f en 1. d) Montrer que f est continue sur [—1, 1] et trouver des équivalents de f et g en 1.
Exercice 50 [02483] [correction] Fonctions développables en série entiere

Soit v > —1.

a) Donner le rayon de convergence R de Exercice 52 [ 00092 ] [correction]

+00 Soient @ > 0 et f : [—a,a] — R de classe C*™ pour laquelle il existe A, K > 0
falz) = Z n%z" vérifiant pour tout n € N
n=1 |7 < Knran
s . 4 . _ oo
On désire trouver un équivalent de f, lorsque  — R™. Montrer que f est développable en série entiére sur un intervalle ouvert centré en
b) On suppose que « est un entier p. 0.
Calculer fy, fi. Donner avec un logiciel de calcul formel 'expression de fo, ..., f5.
Trouver les équivalents recherchés. _
Montrer qu'il existe @, € R[X] tel que Exercice 53 [03303] [correction]
0. () Soit f :]—R,R[ — R (avec R > 0) de classe C*° vérifiant
x
fp(ﬂd"):(l_pw Vn € N,Vx € [O,R[,f(”)(x) >0
(on calculera f;). En déduire I'’équivalent recherché. Montrer la convergence de la série
¢) On suppose a > —1 quelconque. Z lf(")(O)m"
Donner le développement en série entiere de n!
1 pour tout x € |—R, R|.
(1—z)lte
On notera b, ses coefficients. Exercice 54 [o02851] [correction)]
Montrer qu'’il existe A(«) > 0 tel que n® ~ A(a)by,. On étudiera la nature de la Soient a > 0 et f € C*°(]—a, a[,R) telle que
série de terme général . . Vn € N,Vz € ]—a, al, f(n)(x) >0
) (n+1) "
. boi1 U a) Si |z| < r < a, montrer
En déduire que f,(x) est équivalente & @) i F®0) |+l )
f(x) — " < ’f r
!
Aa) P k! r
(1 — x)1+a , s, N
b) Montrer que f est développable en série entiere sur |—a, af.
quand z tend vers R™. c¢) Montrer que = — tanx est développable en série entiére sur |—m/2,7/2].
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Exercice 55 [00994 ] [correction]
Soient a > 0 et f : |—a,a[ — R de classe C* telle que f(™ > 0 pour tout n € N.
Montrer que f est égale a la somme de sa série de Taylor en 0.

Exercice 56 [00993] [correction]

[Fonction absolument monotone]

Soit f : R — R de classe C™ telle que f™ >0 pour tout n € N.
Montrer que f est développable en série entiére en 0.

Exercice 57 [03358] [correction]

Montrer que la fonction
frx—=Vai+az+1

admet un développement en série entiére de rayon de convergence R > 1.

Exercice 58 [03302] [correction]
Etablir que la fonction

T —

1 —shz
est développable en série entiere et préciser le rayon de convergence.

Exercice 59 [o03687] [correction]

Pour z € R, on pose
+oo

floy =y =B
n=0 :

a) Montrer que la fonction f est définie et de classe C* sur R.
b) Observer que le rayon de convergence de sa série de Taylor en 0 est nul.

Exercice 60 [02975] [correction]
Etant donné une suite complexe (a,)nen+ de carré sommable, on pose

10 =3 =

n=1

ou la variable ¢ est réelle.

a) Préciser le domaine de définition de f.

b) Montrer que f est développable en série entiére autour de 0.

¢) Montrer que si f est identiquement nulle sur [—1/2,1/2], la suite (an)nen+ €st
identiquement nulle.

Exercice 61 [02506] [correction]
Soit a € ]—1,1[. On pose

“+o0
flx) = Z sin(a"x)
n=0

a) Montrer que f est définie sur R.
b) Montrer que f est de classe C* et que pour tout k € N* et tout = € R,

1
(k) ‘ c_ -
‘f (@)] < 1—al

¢) Montrer que f est développable en série entiere.

Calcul de développement en série entieres

Exercice 62 [00987] [correction)]
Former le développement en série entiére en 0 de la fonction

z = In(2? + 24+ 1)

Exercice 63 [o009s88] [correction)]
Soient a,b > 0 avec a # b.
Calculer ¢,,, le n-ieme coefficient du développement en série entiere en 0 de

1

e (1 —az)(1l—bx)

Exprimer

—+oo
2, n
E T
n=0

Exercice 64 [ 00989 ] [correction]
Pour t € )0, x[, former le développement en série entiére en 0 de la fonction

1— a2

= —
1— 2z cost + x2

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 30 avril 2015 Enoncés

Exercice 65 [00990] [correction] Exercice 69 [02859] [correction]
Former le développement en série entiere de a) Montrer, sit € R :
n Nk n+1
1— zcost eft _ Z (Zt) |t‘
1—2zcost + 22 = k! (n+1)!
pour |z[ <1et ¢ €]0, 7. b) Soit f € CO(R,R) telle que (fj:oo [t |f(t)] dt) soit bornée.
n=0

Montrer que F' : x — fjooj e''® f(t) est développable en série entiere en 0.

Exercice 66 [03485] [correction)]
Former le développement en série entiere de
Exercice 70 [o3761] [correction)]
14z Pour z € |1, 1], on pose
1—-2z

frz

77/2 de
f@= [ =
0 v/1—22sin® 0

Exercice 67 [03346] [correction]

[Développement en série entiere de la fonction tangente] a) Justifier
Soit (an)nen la suite réelle déterminée par les conditions +00 2
™ (2’”‘)' 2n
a Yo el I@ =2 5 | e
aozletVn>1,an+Z z;kz() n=0
k=0 b) En déduire un équivalent de f(z) quand = — 1~.

a) Calculer aq, a9, as.

b) Montrer que le rayon de convergence R de la série entiére > a,2" est au moins
égal a 1.

¢) Etablir que pour tout |z| < R,

Exercice 71 [ 03707 [correction]
a) Pour quel réel z, l'intégrale suivante existe-t-elle

dt7

+o0 2 oo
Z anZn = 0 x + et '
n=0

e+ 1

b) Donner alors sa valeur.
d) En déduire que pour tout = € |—-R/2, R/2], ¢) Montrer que

o dt
S 1 2p+1, 2p+1 flz) = /
tanx = Z (=1)PHag, 1227 2P T o x+et

p=0 est développable en série entiere et exprimer ce développement.

¢) Etablir

Exercice 72 [o02512] [correction]
a) Quel est le domaine de définition de

Exercice 68 [00995] [correction]

“+oo
;1. P - N +oo  dt ~ a”
Réaliser le ’developpement en série entiere en 0 de = — fl 7457 et reconnaitre S(z) = Z
cette fonction. fmrtn
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pour a € |—1,1[? Exercice 76 [02520] [correction]
b) Déterminer la limite et un équivalent de S en +oo. Pour z € C et n € N, on pose
c¢) Développer en série entiére N
S(z) - = P(z):H(1_i)
T n P 2k7

a) Montrer que |P,(z)| < Po(—|2|)-

Exercice 73 [03878] [correction] En déduire que la suite (P,(2)),,cy est bornée.
Pour o € 0,1 et = € R on pose Indice : on pourra penser & introduire In P, (— |z|).
oo b) En étudiant la convergence de la série > (P,+1(2) — Pn(z)), établir la
S(z) = Z sh(a™z) convergence de la suite (P,(2)),,cx-

o On introduit la fonction

fiz— lim P,(2)
a) Montrer que la fonction S est définie et continue sur R. noteo

b) Former une relation engageant S(az) et S(z). ¢) Montrer que f est continue en 0.
c¢) Etablir que la fonction S est développable en série entiére sur R et exprimer ce d) Montrer que f est I'unique fonction continue en 0 vérifiant
développement.

VzeC, f(z)=(1—2)f(2/2) et f(0)=1
Exercice T4 [ 0ss09 | [correction] e) Montrer que f est développable en série entiére.
Soient a € C* et p € N. Former le développement en série entiere de

1 Exercice 77 [03931] [correction)]
z = (z — a)ptl [Identité binomiale]
Etablir que pour tout = € |—1,1[ et a« € R

+oo
Exercice 75 [02605] [correction] 1 _ Z ala+1)...(a+n—-1) 2"
Soit o € ]—1,1[. A-2)* = n
a) Montrer, pour tout « € R, la convergence de la suite de terme général
n Calcul de développement par dérivation intégration
P, (z) = H (1- akx)
k=0 Exercice 78 [00986] [correction)]
vers une limite que 'on notera P(z). Former le développement en série entiere en 0 de la fonction

b) Soit f : R — R continue vérifiant 1’équation fonctionnelle 2+ In(2? — 5z + 6)

(E):Vz eR, f(z) =(1—2z)f(ax)

Montrer, pour tout z € R, Exercice 79 [o02857] [correction)]
f(z) = f(0)P(x) Développer en série entiere

¢) Montrer que la fonction  — P(z) est développable en série entiére sur R. / r dt
T =
oo LT
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Exercice 80 [00078] [correction]
Soient z € R et § € ]0,7/2][.
a) Calculer la partie imaginaire du complexe
sin fe??
1 — z sin fe??
b) En déduire le développement en série entiere de

fla) = arctan (2~ )

~ tand

Exercice 81 [02525] [correction]
Montrer que
f(z) = arctan(1 + x)

est développable en série entiere au voisinage de 0 et donner son rayon de
convergence. Calculer cette série entiere.

Exercice 82 [00991 ] [correction]
Pour « € ]0, 7|, former le développement en série entiére en 0 de la fonction

(0%

1
f x> arctan (1+x tan )

—x 2

Exercice 83 [02848] [correction]
Pour z € |-1,1[ et a € R, établir

—+o0 n .
x| xsin o

E — sin(na) = arctan | ———
n 1—-zcosa

n=1
Calcul de développement par équation différentielle

Exercice 84 [o01013] [correction]
Soient p € N et
+oo
n+p\ ,
0= (1)

n=0 p

a) Déterminer le rayon de convergence de la série entiére définissant cette fonction.
b) Calculer f(z) en étudiant (1 — z) f'(z).

Exercice 85 [00937] [correction]
Former le développement en série entiére en 0 de

+oo 5
J;»—)/ e ' sin(tx) dt
0

a) en procédant a une intégration terme a terme.
b) en déterminant une équation différentielle dont la fonction est solution.

Exercice 86 [02s858] [correction]

Développer en série entiere f : x — vz + /1 + 22 au voisinage de 0.

Exercice 87 [01014] [correction]
Soit f définie sur |—1, 1] par
arcsin

V1—22

a) Justifier que f est développable en série entiére sur |—1, 1[.
b) Montrer que f est solution de 'équation différentielle (1 — 22)y’ — zy = 1.
c) Déterminer le développement en série entiere de f sur |—1,1].

fz) =

Exercice 88 [03699] [correction)]
a) Quel est 'ensemble de définition de

arcsin x
)= —=-="
o) = =

b) Montrer que f est solution d’une équation différentielle linéaire du premier
ordre avec pour condition initiale f(0) = 0.
¢) Trouver ce développement en série entiére et en donner le rayon de convergence.

Exercice 89 [01015 ] [correction]
Former le développement en série entiére en 0 de la fonction

arccos

U Y e
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Exercice 90 [o01017] [correction]
Soient o € R et
f:a— cos(aarcsinx)

a) Déterminer une équation différentielle d’ordre 2 dont f est solution.
b) En déduire un développement en série entiere de f.

Exercice 91 [o01018] [correction]
Former le développement en série entiére en 0 de

x + sh (arcsin x)

Exercice 92 [03694 ] [correction]
a) Etudier la parité de

f:x'—>e”2/2/we_t2/2dt
0

b) Montrer que f est solution d’une équation différentielle a déterminer.

¢) Justifier que f est développable en série entiére et donner ce développement.

Exercice 93 [o01019] [correction]
a) Former de deux fagons le développement en série entiére en 0 de

fizw— e_””z/ e’ dt
0
b) En déduire la relation

n (_1)k n 2n B 4m
z::zkﬂ (k:) (n)  (2n+1)

k=0

Exercice 94 [03659 ] [correction)]
a) Former une équation différentielle vérifiée par

+o0 et
f:x>—1>—>/ dt
1

T+t

b) En déduire le développable en série entiére en 0 de f.

Exercice 95 [03301] [correction]

Développer f(x) = ch(z) cos(x) en série entiére en l'exprimant & laide de
fonctions exponentielles.

R(e‘;rouver le résultat en remarquant que f est solution de I’équation différentielle
y*) + 4y = 0.

Exercice 96 [ 02500 ] [correction]
Soient k£ > 0 et

f(z) :/0 th sin(2t)dt

a) Montrer que f est continue sur R.
b) Montrer que f est dérivable sur R et vérifie

Ve e Ryaf'(z) + (k+1)f(x) =sinz

c¢) Déterminer toutes les fonctions développables en série entiere en 0 solutions de
xy’ + (k+ 1)y = sinz en précisant le rayon de convergence.

Exercice 97 [02498] [correction)]
On considere I'équation différentielle

(E) : ty' +y = 3t% cos(t*/?)

a) Montrer qu’il existe une unique solution v de (E) développable en série entiére
sur un voisinage de 0.

b) Trouver I’ensemble des solutions de (F) sur R™ et en déduire une expression
plus simple de v.

Calcul de sommes de séries entieres
Exercice 98 [ 00997 ] [correction)]
Soit .
o0
(_1)n n
STy
e nz:; n(n — l)x

a) Déterminer 'intervalle de convergence de f.
b) Exprimer la fonction f & I’aide des fonctions usuelles sur |—1, 1]
c) Calculer f(1) et f(—1).
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Exercice 99 [00996 ] [correction]
Rayon de convergence et somme de

n>=0

Exercice 100 [ 00998 ] [correction]
Rayon de convergence et somme de

S (D=2,

n!
n>=0

Exercice 101 [ 03648 ] [correction]
Rayon de convergence et somme de

Z (_1)n+1nx2n+1

n=0

Exercice 102 [ 02845 ] [correction]
Rayon de convergence et somme de

—+oo
x2n+1

3n+ 2

Exercice 103 [00999 | [correction]
Rayon de convergence et somme de

2n

T
ZQn—i—l

n=0

Exercice 104 [o01000 ] [correction]
Rayon de convergence et somme de

(~1)"a"
Z 2n+1

n=0

Exercice 105 [o1001 ] [correction]
Rayon de convergence et somme de

x2n
Z 4n? —1

n=0

Exercice 106 [ 02448 ] [correction]

Pour n > 0, on pose

a) Trouver la limite de (a,,).

w/4
an = / tan™ tdt
0

b) Trouver une relation simple entre a,12 et a,.

¢) On pose

Donner la nature de la série de terme général u, (z) en fonction de x et de .

d) On pose

+oo
fz) = Z anx"
n=1

Exprimer f a l’aide des fonctions usuelles.

Exercice 107 [02449 ] [correction)]

Soit (ay) la suite définie par

1n—1

1 *
aozletanza/o H(t—k)dtpourneN
k=0

a) Rayon de convergence de > a,z™.

b) Somme de > anz™.

Exercice 108 [ 02847 [correction]
a) Déterminer le rayon de convergence R de

>

n=0

!
n! n

X
I1x3x---x((2n+1)

b) Pour z € |—R, R| calculer la somme précédente.
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Exercice 109 [ 02559 ] [correction]
a) Déterminer le rayon de convergence de la série entiere 3 n(=D" 2"
b) Calculer sa somme.

Exercice 110 [ 03791 ] [correction]
Etude et expression de la série

+oo
Z (D" g

n=0

Exercice 111 [o0075 ] [correction]

Calculer
+oo x?m

So(r) = Z B!

n=0

(on pourra calculer Sk(z) = Y % pour k € {0,1,2})
n=0

Exercice 112 [o02414 ] [correction]
Soient > anx™ et > bya™ deux séries entieres de rayons de convergence R et R’.
a) Déterminer le rayon de convergence et la somme de Y ¢, z"™ avec

n

en =Y arbp_g.
k=0
b) Déterminer le rayon de convergence et la somme de

> RUETE S P2
2 3 n

n=1

Exercice 113 [ 02565 ] [correction]
Trouver le rayon de convergence de

Z shn l'n
= n(n+1)

Calculer la somme dans le bon intervalle.

Exercice 114 [o02551 | [correction]
Calculer

1
an = / (1 — t)"dt
0

pour n € N*.
Calculer le rayon de convergence de la série entiére > a,z™.
Calculer la somme de cette série entiére sur 'intervalle ouvert de convergence.

Exercice 115 [ 02607 ] [correction]
Pour n > 0, on pose
/4
a, = / tan™ tdt
0

a) Trouver la limite de la suite (ay).
b) Donner une relation simple entre a,12 et a,.
¢) On pose f(x) la somme de la série entiere

+oo
E anx"
n=0

Déterminer I'intervalle de définition de f.
d) Exprimer f & l’aide des fonctions usuelles.

Exercice 116 [02534 ] [correction]
On pose
V0 € R, Vn € N, a,, = cos(nb)

+oo
a) Calculer ) anz™ pour tout = € |—1,1].
n=0
b) Montrer que pour tout 6 # km, la série >
a ’aide d’une intégrale.
c¢) Calculer cette intégrale pour 6 € ]0, 7[.

an
n+1

converge et exprimer Sa somme

Application a la détermination du terme général
d’une suite

Exercice 117 [02850 ] [correction)]
On pose ag = 1 puis pour tout n € N

“(n
Ap4+1 = Z (]{j) Ap— KAk

k=0
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an M
xr.
n!

Calculer les a,, en utilisant la série entiére de terme général

Exercice 118 [o1010] [correction]
a) Former le développement en série entiére en 0 de

1
H e —
T A1 -2
b) Soit (u,) € CN vérifiant
Vn € N, Uupy3 = tUpq2 + Ung1 — Un

Exprimer le terme général de la suite (u,) en fonction de ses premiers termes.

Exercice 119 [o1011] [correction]
On pose ag = 1 et pour tout n € N,

n
Ap+1 = § Ap— KAk
k=0

a) Donner une formule permettant de calculer

S(xz) = Z anx™

b) Calculer S(z).
¢) Calculer les ay,.
d) Donner un équivalent de la suite (ay,).

Exercice 120 [ 02451 ] [correction]
On note N(n,p) le nombre de permutations de [1,n] qui ont exactement p points
fixes. On pose en particulier D(n) = N(n,0), puis

+oo
flay =3 Pty
n=0 :

a) relier N(n,p) et D(n — p).

b) Justifier la définition de f sur |—1, 1] puis calculer f.

¢) Calculer N(n,p).

d) Etudier la limite de (5N (n,p)) quand n tend vers +oc.

Exercice 121 [02849 ] [correction]

Une involution d’un ensemble F est une application f : F — E vérifiant
fof=1Idg.

Pour n > 1, on note I,, le nombre d’involutions de [1,n]. On convient : Iy = 1.
a) Montrer, si n > 2, que

I,=1, 1+ (n - 1)In—2

b) Montrer que la série entiere > Ixa™ converge si z € ]—1,1[.
n>0
On note S(x) sa somme.

c¢) Montrer, pour = € |—1, 1], que
§'() = (1+2)S()

d) En déduire une expression de S(z), puis une expression de I,,.

Application a la régulatité d’un prolongement
continu

Exercice 122 [01002 ] [correction]
a) Montrer que la fonction z — 2%
R.

b) Montrer qu'’il en est de méme de la fonction x +—

se prolonge en une fonction de classe C*° sur

sinx
e?—1

Exercice 123 [03308 ] [correction]

Pour z # 0 on pose
2x
t
f(z) = / ? dt

a) Montrer que f peut étre prolongée par continuité en 0.
b) Montrer que ce prolongement est développable en série entiere sur R.

Application au calcul de sommes

Exercice 124 [01003 ] [correction)]
Montrer que pour tout a > 0,
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En déduire les sommes
n

+oo “+o0
=k (-1
> il nz::OQnH

n=0

Exercice 125 [01007 ] [correction]

a) Développer en série entiere en 0 la fonction arcsin et préciser le domaine de

convergence.
b) En étudiant

m/2
/ arcsin(sin(¢)) dt
0

déterminer
S e Y
= (2k+1) =k

Exercice 126 [ 01009 ] [correction]
a) On note « la constante d’Euler. Etablir I’égalité

b) En déduire que

e
Exercice 127 [02808] [correction]
Calculer
+oo
> G
o (3n +2) x 3»

Intégration terme a terme de séries entieres

Exercice 128 [ 01004 ] [correction]

Montrer N
L In(1+ x) iy (—1)nt
/0 =)

n=1

Exercice 129 [01005 ] [correction]

Etablir 'identité N
1 oo
t -1)"
/arcanmdxzz (-1 i
0 €T ne0 (2TL + 1)

Exercice 130 [ 01006 ] [correction]
Montrer

S~ (e :
Z Enr1)2n+2) :/0 arctan x dx

n=0

En déduire la valeur de cette somme.

Exercice 131 [01008 ] [correction]
Observer que pour tout = € |—1,1],

/2 (1 in2¢
/ I +esin™) o iTa—1)
0

sin? ¢

Exercice 132 [o00131 ] [correction)]
Soit f :]0,1] — R une fonction continue.
a) Déterminer la limite de la suite de terme général

1
un:/o nt" f(t) dt

b) Déterminer la limite de

vn:/olnln(1+t")f(t)dt

Exercice 133 [02865 ] [correction]
Etudier la limite de la suite de terme général

1
I, = n/ In(1+¢")dt
0

Exercice 134 [ 02597 ] [correction)]
+oo nyn
Montrer que g : t — > % est de classe C*™ sur R.
n=0
En déduire que h : t — g(t)e™t est de classe C*° sur R.
Montrer que f0+oo h(t) dt existe et calculer son intégrale.
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Applications variées des séries entieres

Exercice 135 [o02422] [correction]
a) Déterminer la décomposition en éléments simples de

1
(X+1)mX -1~

avec m,n deux entiers non nuls.
b) Déterminer deux polyndomes U et V tels que

(X +1)™U(X) + (X — 1)"V(X) =1

Exercice 136 [ 03074 ] [correction]
Soit une série entieére Y a,2" de rayon de convergence R > 0.
a) Déterminer le rayon de convergence de la série entiére

Za—”z"
n!

On pose donc, pour ¢t dans R ,

Xa
Fy=73 —t"

n=0

b) Montrer qu’il existe r» > 0 tel que pour tout = > r, t — f(t)e

Exercice 137 [o00707] [correction]

o0
Soit S(z) = > ana™ le développement en série entiere de z — /1 + .

n=0

a) Pour N € N, on pose

N “+oo
Sy = g apx” et Ry = E anpx”
n=0 n=N+1

Exercice 138 [03932] [correction]
[Formule de Chu-Vandermonde]

Pour a € R, on pose

Etablir

soit intégrable
sur [0, +o00[ et exprimer cette intégrale sous forme de série entiére en 1/z.

Montrer que (Sy(z))? — 1 — x est un polyndéme dont la plus petite puissance de x

est de degré > N + 1.

b) Soit A € M,,(C) nilpotente. Justifier 'existence d’une matrice B € M,,(C)

telle que
B*=1+A

VaeN(Z)ZQQ—I)”m_n+U

n!

e £

a+b

n

)
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Corrections

Exercice 1 : [énoncé]

a) up(z) = %z” Pour tout z # 0, | 4zt12)

b) un(z) = 2", Pour tout z € C, n2u,(z) — 0 donc R = +o0.

—>|—§‘doncR=3.

¢) un(z) = 222" Pour tout z # 0, "Z:(lz()z) = ln(lztl) (ni21)2 2|* = |2|? donc
R=1. )
d) u,(2) = rz%". Pour tout z # 0, “Z*EZ()Z) = (”:,}) |z)* — e|z|* donc
R=e"1/3
Exercice 2 : [énoncé]
a) un(z) = nlz™. Pour tout z # 0, “;:EZ()Z) = (n+1)|z| = 400 donc R = 0.

2n
b) un(z) = 2". Pour tout z # 0, “Ziéz()z) — (Qn?-il(f)’;*‘l) |z| = 4 |z| donc
R=1/4.

3n)! _n Up z n+< n n

c) up(z) = E‘i!))g,z . Pour tout z # 0, u:(lz()) = H)Eiﬁ?g(?’ +1) |z| = 27|z|
donc R =1/27.
d) n+1/n+ _ {l/ﬁ — e%‘*l In(n+1) _ e% Inn _ e% Inn (e%—mﬁ _ 1) or
ex!t™ 1 done "R/ 1 — ¢/~ B -l = s O g

Par suite R = 1.

Exercice 3 : [énoncé]
a) Posons

o — { 1 sinestun carré
" 0 sinon
(an) ne tend par vers 0 donc R < 1 mais (a,) est borné donc R > 1. Finalement
R=1
b) Posons a,, = sinn.
(an) ne tend par vers 0 donc R < 1 mais (a,) est borné donc R > 1. Finalement
R=1.
c) Posons a,, = (sinn)/n?.
(an) est bornée donc R > 1.
Pour |z| > 1, la suite (222 [2|") _ ne tend pas vers 0 car la suite (sinn) ne tend
pas vers 0. On en déduit R < 1 et finalement R = 1.

Exercice 4 : [énoncé]

a) On a

(n+1) 1
In ~ —
n n

donc le rayon de convergence de la premiere série entiere vaut 1.
Aussi

sin (e_”) ~e "
donc le rayon de convergence de la deuxieme série entiere vaut e.
b) On sait qu’une série entiére converge normalement sur tout compact inclus
dans son disque ouvert de convergence, mais en revanche elle ne converge pas
normalement sur ce disque. La série entiére 2™ est un contre-exemple car

R=1let ||z z”||oo’D(071) =1

Exercice 5 : [énoncé]
La suite (ay) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2. Son terme général est
donné par

an, =a+n(f—a)

Exercice 6 : [énoncé]
Pour x # 0, posons u, = 7V +t2122"  Apres calculs ot nz? donc R = 1//7.

Exercice 7 : [énoncé]

La suite (a,) est bornée mais ne tend par vers 0 (car
décimal).

Par conséquent, pour tout |z| < 1, la série numérique ) a,z™ converge car son
terme est dominé par le terme sommable z".

En revanche ) a, 1™ diverge car (a,) ne tend par 0.

On peut conclure que le rayon de convergence de la série entiere vaut 1.

On vient de voir que la série diverge grossiérement pour x = 1, il en est de méme
pour x = —1.

On conclut que l'intervalle cherché est

3 n’est pas un nombre

]_171[
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Exercice 8 : [énoncé] avec
Série entiére et série entiere dérivée ont méme rayon de convergence. Etudions 1 = 1
alors le rayon de convergence de ) cos((n + 1)a)z™. (cos((n + 1)a)) est bornée =1t Z k+1

donc R > 1 et ne tend pas vers 0 donc R < 1 et finalement R = 1.
On en déduit

“+ o0
1 Kru K
TUn, Z o < - = Up—1
Exercice 9 : [énoncé] kemy1 R Undl o Un
n
d(n) /~0 donc Ry < 1d(n) < n et le rayon de convergence de nz>:1 nz" étant égal & d) Considérons m = u, € N*. Quand n — +00, on a pour z > 0
1 on a aussi Rg > 1. On peut conclure Ry = 1. 2
De méme, en exploitant s(n) /0 et sin(mra) — —00
n(n+1
5(n)<1+2+~~~+n:g En effet
2 G| X1
A E R S
ona R, =1. o1 Uk hent1 k
Or
n 1 n u n—1 u ” L
n n—
Exercice 10 : [énoncé] Un 2 o = Z o L+ R T " €1+2N
Soulignons que les termes sommés pour définir la série entiére ont un sens car k=1 k=1 k=1 1T T
Iirrationalité de o donne et donc
. “+o0
Vn € N* sin(nwa) # 0 . . 1
»sin(nra) # — sin(mma) = sin lwun Z 1
a) Puisque kent1 UK
LI d'ou
|sin(nma)
. C
la série entiere W diverge grossicrement en 1 et donc R, . 0 < —sin(mma) < T
n=1 n
b) Par une récurrence facile, on montre u,, > n + 1 pour tout n € N*. On a alors puis
x™ (zuy )b oy
— 00
un 1 < ! sin(mma) ~ Up
Un+1 upr (n+1)" P
On en déduit que > W diverge pour tout = > 0 et donc R, = 0.
c) On a , n>1 : :
e) Par l’absurde, supposons a € Q. Il existe alors un entier ¢ € N* tel que g € N.
+00 +00 400 Pour tout n € N, on a alors qu,a € N or
X ormrot Y m St Y gt
G Uk Ungn o S Uk Suppr A~ (k4 1Ry o ™= 1
=n+1 k=n-+1 k=n-+1 _
QUpe = qun Y — Fquy Y —
Uk U
k=1 k=n+1

et puisque la suite (u,) est croissante
avec comme vu ci-dessus

RIS | 1 =3 1 1 K "1
Z w S +k:§rl(k+1)kun+1< unz*€N

u u u
ke—nt1 k n-+1 n+1 =1 Uk
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On en déduit N Finalement
o0
1 R, =R
QU Z —€eN “ b
k1 Lk Cas a < 0 : on écrit a, = n~*b, et on exploite ce qui précede.
Or
= 1 un E i 14 : [é A
0 < qu, Z 2 < LN xerc1ce/ : [énoncé] ,
fmmp1 Uk Un41 Notons R’ le rayon de convergence de > a, z*".
o beurd Pour |z| < VR, 22| < R et donc Y an(2?)" = 3 anz®" est absolument
est absurde. convergente.
Pour |z| > VR, Z%| > R et donc Y an(2%)" = Y a, 22" est grossiérement
divergente.

Exercice 11 : [énoncé]

Par la convergence de " a,z{ on a déja R > |z]. S1 R > |zo| alors il y a absolue
n>=>0
convergence en zg ce qui est exclu par hypothése. On conclut R = |zg|.

Exercice 12 : [énoncé]

Pour z # 0, on observe que {/|anz"| — £|z|. Or il est connu que pour Y u,, série
a termes positifs, si {/u, — m € [0, 1] alors la série converge et si {/u, = m > 1
alors la série diverge (ce résultat s’obtient par comparaison avec une suite
géométrique).

Si £ =0 alors Vz € C, {/|anz"| — 0 donc Y a,z™ converge en z et donc R = +o0.

Si £ €]0,4o00[ alors Vz € C tel que |z| < 1/¢, > anz™ converge tandis que pour
|z| > 1/¢, > a,z™ diverge. On en déduit R =1/¢
Si ¢ = +oo alors Vz € C*, Y a, 2™ diverge.

Exercice 13 : [énoncé]

Posons b, = n“a,, et comparons R, et R;.
Cas a=0:0k

Cas o> 0:on a a, = o(by,) et donc

Ra>Rb

Pour z € C tel que |z| < R,, en considérant, p € ]|z|, Rq[, on peut écrire

Z’Il
n_ n __ n « _ n
bnz" =n%anz"™ = anp" X n — = o(anp")

Puisque Y a,p™ converge absolument, la série ) b, 2™ converge et donc Ry, > |z|.
Or ceci pour tout z tel que |z| < R, donc

Rb>Ra

On en déduit R’ = VR.

Exercice 15 : [énoncé]
Montrons par double inégalité que le rayon de convergence R’ de >~ a2 2" vaut

R/:R2

Soit |z] < R.

Puisque la série numérique _ a, 2™ est absolument convergente, on a a,2" — 0 et
donc a?2%" — 0.

Or pour |Z| > R/, on sait que la suite (a2Z™) n’est pas bornée. On en déduit

|2|*> < R’ et donc
R < VR
Soit |z| < VR'.

On a |z|°> < R’ et donc |a2z%"| — 0 puis |a,2"| — 0. On en déduit |z| < R et donc

VR' <R

Exercice 16 : [énoncé]
Soit € ]0, R[. La série numérique > a,r™ est absolument convergente. Pour tout
z € C,
a 1 rz\m
2" = a,r"— (7) =o(a,r™)
n! nl \r
car par croissance comparée
1 rz\m
—(-) ——0
n! \r n—+00
Par comparaison de séries absolument convergentes, on peut affirmer que la série

numérique » “"Tz!nest absolument convergente pour tout z € C.

Le rayon de convergence de la série entiere étudiée est +o0.
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Exercice 17 : [énoncé]
a) Pour r € ]0, R|, la série numérique > a,r™ converge donc a,r™ — 0 et & partir
d’un certain rang N, on a

lan| r™ < 1
b) On a alors
an 2™ _ O( 2" >
n! ron!
Posons
Zn
un(z) = rn!
Pour z # 0, on a
un+1(z)
un(z) n—-+oo

Par la régle de d’Alembert, la série numérique > u,(z) converge absolument. Par
comparaison, la série numérique > a,,z"/n! converge aussi absolument. On peut
donc la série entiére Y a,z™/n! est de rayon de convergence +oc.

¢) On a
Sul <3 Janl <
k=0

et donc S,, = O(n/r"™) puis

N

k=0

Sp2"™ 2™
nl 0 <r"(n - 1)!>

Comme ci-dessus, la série entiere »  S,2"/n! est de rayon de convergence +oo.
s n 3

Exercice 18 : [énoncé]
Notons R et R’ les deux rayons de convergence de séries entieres introduites.
Soit z € C*.
Si |z] < R alors la série numérique > a, 2" converge et donc a,z™ — 0. On en
déduit que

1
Ap 2™
. On en déduit R <

RR' <1

— +00

et donc |1/z| > R’ d’on

1/R' puis

On ne peut affirmer mieux puisque, pour

2™ si n est pair
an = .
" 1 sinon

on obtient RR' = 1/2.

Exercice 19 : [énoncé]

a) On a |b,| < |a,| donc R > R. On a |b,| < 1donc R’ > 1
b) Si R’ > 1 alors b, — 0 et puisque |b,| = 1%;' ; donne lan| = 137;)' 7, on obtient

an = O(|by|) donc R > R'.
Par suite R = R’ d’ott R’ = max(1, R).
c) Si R =1alors 1 > R et R’ = max(1, R).

Exercice 20 : [énoncé]

Par sommation de séries entiére, on sait déja R > min(R,, Rp)

De plus, puisque a,b, = 0 on peut affirmer |a,| < |a, + b,| et donc R < R, et de
méme R < Ry et donc R < min(R,, Rp) puis R = min(R,, Rp).

Exercice 21 : [énoncé] ’
a) Pour t > 1, e %" — 0 avec 0 < e " < e*. Par convergence dominée I,, — 0.
b) Par le changement de variable u = " qui est un C!-difféomorphisme,

1 [T 1.
In:f/ u 7 e “du
1

n

Par convergence dominée,
“+oo e U

too 1—n
u e “du —— —du
1 n—-4o0o 1 U

1 +oo —u
Inw—/ e—du
n Ji u

¢) Par I’équivalent précédent R = 1 et la série entiére diverge en 1. Par application
du critere spécial des séries alternées, la série entiére converge en —1.

donc

Exercice 22 : [énoncé]
a) Par intégration par parties

P
I(p,q) = ——1I 1Lg+1
(p,q) q+1(p q+1)
puis
plq!
I s =
(p. ) (p+q+1)!
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b) c¢) Posons
(n))? Un+1 (n+1) 1 n+l 1 1
- = 7 <1 n(z) = (=)™ ( 1+ =) 2"
T En 1) wn | T @n+2)@n+3) 45 gnlx) = (=1)""In {1+ |z

donc > u, converge.
c¢) Par le calcul ci-dessus R =4 donc |—4,4[ C D C [—4,4].
Par la formule de Stirling :

22t et Vare 1 on 2
Uy, ~ —
" e for(en+1)(2n + 1)@nt) P+ 1220+ \2n+ 1

et .
om \*" 1 1
- 2n+1)In(1— -
<2n—|—1> eXp(“H )n< 2n+1>>%e

donc

NS
T ol
4"y, ~ \/T/2+/n et par comparaison de séries & termes positifs, > 4"u,, diverge.
4¢D.
U = (—4)"uyp, (vy,) est alternée, |v,| — 0 et

Un

B 4(n+1)? _ 2n+2
C (2n+2)(2n+3) 2n+3

Un+1
Un

<1

donc (Jv,|) est décroissante.
Par application du critére spécial des séries alternées, > v, converge et donc
—4 € D. Finalement D = [—4,4].

Exercice 23 : [énoncé]
a) R=1.
b) Pour z € |-1,1[, on a

+ o0 —+ 00
(L+2)S@) = 3 (=) (m)a™ + 3 (~1)" In(n)a™ !
n=2 n=2
Apres décalage d’indice et réunion des deux sommes
+oo
(1+2)S(z) =Y (=)™ (In(n + 1) — In(n)) 2™
n=1

ce qui conduit a la relation demandée.

ce qui définit g, : [0,1] — R continue.
A Taide du critere spécial des séries alternées, on montre que la série de fonctions
>~ gn converge uniformément sur [0, 1] ce qui assure que sa somme est continue.
On en déduit par opérations sur les limites

lim S(z) = % (f (=1)"*1In (1 + i))

—1-
r n=1

d) En regroupant les termes d’indices impairs et pairs consécutifs

2n n
1 1 1
k+1 _

> (-1 ln<1—|—k>Zln<1+2k_1>—1n<1+2k>

k=1 k=1
et donc
il 1 b2k 2k 1 ook

)14 - ) =1 | =1

;( ) n<+k> n(g%—l%—i—l) " 2n+1<kli[12k—1>

Enfin par la formule du Wallis, on obtient

In

lim S(x) =

r—1-

T
2

DO =

Exercice 24 : [énoncé]

a) La fonction x — In(1 + z) est définie sur RT* et & valeurs dans R*™*. Puisque
ap > 0, la suite récurrente (a,,) est bien définie et & termes dans RT™. Sachant
In(1 + z) < z, on peut affirmer que la suite (a,,) est décroissante. Or elle est
minorée par 0, donc elle converge vers une limite £ > 0. En passant la relation
ant+1 = In(1 + a,) & la limite, on obtient £ = In(1 4 ¢) ce qui entraine £ = 0 (car
In(1+ x) < « pour tout x > 0). Finalement a,, — 07.

b) On a alors

_app1 In(l+4a,)  ay

= ~ —1
Qn Qn Qn

An+41
Qn

et donc le rayon de convergence de la série entiére Y a,x™ vaut 1.
¢) Pour z = —1, la série numérique

Z a,(—=1)"
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converge en vertu du critére spécial des séries alternées car (a,) décroit vers 0.
Pour 2 = 1, déterminons la nature de la série numérique Y a,,
On a

1 1 a,—IW(l+a,)  3a2+o(a2) L1
Ap+41 Qn N Undn4+1 - an(an + O(CL”)) 2
Par le théoréme de Césaro
124 ( 1 1 ) 1
J— [ — % —
no=\agr1  ag 2
et donc
1 ( 1 1 ) 1
J— —_— % —
n\a, ag 2
On en déduit 5
Ay ~ —
n

Par équivalence de séries a termes positifs, > a,, diverge.

Exercice 25 : [énoncé]

a) Pour x # 0, posons u, = z"/v/n # 0. On a |up41/un| — |z| donc R = 1.
b) En x = 1, f n’est pas définie car il y a divergence de la série de Riemann
S 1/

En z = —1, f est définie car il y a convergence de la série alternée > (—1)"/v/n
satisfaisant le critere spécial.

¢) Posons u,(z) = 2™ /y/n pour x € [—1,0].

Chaque fonction u,, est continue et la série de fonctions Y u,converge simplement
sur [—1,0] en vertu du critére spécial des séries alternées. On a de plus

|x|n+1 1 o
N ES vn+1

et il y a donc convergence uniforme de la série de fonctions > u,, sur [—1,0].
On en déduit que sa somme est continue sur [—1,0] et donc f est notamment

continue en —1.
d) Pour tout n > 1, on a y/n <

| Ry ()]

< Juppa(2)] =

n donc pour tout = € [0,1]

>Z—:—1n l-2) —— 4+

r—1—

Donc f tend vers +o0o en 1.

Exercice 26 : [énoncé]

a) s est la somme d’une série entiére de rayon de convergence R = 1.

La série diverge en x = 1 (par série de Riemann avec 1/2 < 1) et converge en

x = —1 par application du critere spécial des séries alternées. On conclut
I=[-1,1].

b) Puisque s est la somme d’une série entiére, on peut dériver terme a terme sur
]-1,1] et

“+o0o “+o0
"(z) = Z Vnx" Tt = Z\/ma:”
n=1 n=0

Sur I NIRRT, cette somme est positive. La fonction s est donc croissante sur [0, 1].
Si celle-ci était majorée par un réel M, nous aurions pour tout N € N*

<M

£M8
B

Yz € [0,1] ZxT

En passant a la limite quand * — 17, on obtient

Z

nl

Ceci est absurde car la série & termes positifs > 1/+/n diverge et ne peut donc
avoir ses sommes partielles majorées. La fonction s est donc croissante et non
majorée, elle diverge donc vers 400 en 1~

c) Pour z € ]-1,1]

—+o0
(1—x)s’ Z\/n+1x —xz\fxnl Z(\/Tl+ —+/n)a"
n=0
Pour z < 0, on peut écrire z = —t avec t > 0 et alors
+oo
(1—-2)s'(z) = Z (—=1)"ant"
n=0

avec a, = vn—+1—/n > 0. On vérifie que la suite (a,,) est décroissante de limite
nulle et donc le critere spécial s’applique a la série alternée > (—1)"a,t™. Sa
somme est donc du signe de son premier terme ce qui fournit (1 — z)s’(z) > 0. On
en déduit

Vr €]-1,0],s (x) >0

d) Apres étude (un peu lourde) du signe de f”(x), on peut affirmer que f est
concave et croissante.
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Pour z € [0,1], on a clairement s”(z) > 0. Pour z € ]—1, 0], considérons

+o0o +o0
(L—2)s'(@) =) f)a" "t = fln+1)"
n=1 n=0

puis
400

(1—2) (1 —2)s'(@)) =D (f(n+1) = f(n)a"

n=0

Posons b, = f(n+1) — f(n) > 0.
On vérifie b,, — 0 et b,11 < b, car la concavité de f fournit

bn + bn+2

2 < bn+1

Le critere spécial de série alternée s’applique a nouveau, la somme est du signe de
son premier terme et cela fournit

(1-2)(1-a)s(2)) >0

puis s”(z) > 0 car on sait s'(x) > 0.
Finalement s est convexe.

&
&
=
"

Exercice 27 : [énoncé]

a) Posons

o1
an = Sin —
Vn

Puisque a,41/a, — 1, on peut affirmer R = 1.
b) La suite (a,) décroit vers 0 donc par le critére spécial des séries alternée, la
série entiere converge en r = —1.
Puisque a,, ~ 1/4/n, par équivalence de séries a termes positifs, la série entiére
diverge en x = 1.
c¢) Par positivité des termes sommés, on a pour z € [0, 1],

Or

Puisque

al 1
S sin () i e

n=1

Pour tout M € R, il existe un rang N tel que

l 1
Zsin () >M+1
n=1 \/ﬁ

et pour x au voisinage de 1~

puis
On peut donc affirmer que

d)Ona
(I-x)f(z) = io sin <\}ﬁ> " — :Z: sin <\}ﬁ> 2t

n=1
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et par décalage d’indice

(1 - 2)f(z) = sin(1)z + :i [sm (%) —sin (\/%ﬂ o

() () -0l )

la série entiere en second membre est définie et continue en 1 par convergence
normale de la série de fonctions associée. On en déduit

w5 () o )] -

Il est aussi possible de proceder par les en € exploitant

Puisque

sin ‘ epour n assez grand

et

+oo
g " =
n=0

Exercice 28 : [énoncé]
Les rayons de convergences des séries entieres définissants ¢ et s sont infinis et on
reconnailt

Vo € R, ¢(x) = cosz et s(x) =sinz

de sorte qu’on a déja
Vo € R c(z)? +s(x)? =1

Par opérations sur les séries entiéres, on sait qu’il existe une suite (a,) € CV telle

que
Z an2"

n=0

400
Vr € R,Zanx" =1
n=0

Par unicité des coefficients d’un développable en série entiere

Vz € C, ¢(z)

et I'on peut donc écrire

ap=1etVneN" a, =0

donc
VzeC,e(2)? +s(2)? =1

Exercice 29 : [énoncé]

+<>o

a) 3 (f(2) + f(=2)) = Z n(2" + (=1)"2")

=0

b) 3 (f(2) + f(jz) + f(4%2)) =

+oo
= > agyz?P
p=0
—+oo
= > azpz?
p=0

Mg

3
I
=)

Exercice 30 : [énoncé]
a) a, = O(1) donc R > 1. a,, /~0 donc R <

b) En réorganisant les termes sommés

1 et ainsi R = 1.

nT—1 T—1n-1 T-1 1— an
k _ pT+k kL
apxt = ApT+ kT akx
k=0 k=0 p=0

et donc

“+oo T—1
n 1 k
g apx” = = g arT
1—-=z
n=0 k=0

Exercice 31 : [énoncé]
a) Notons R le rayon de convergence de g.

Pour z € )0, R[, >  S,a™ est absolument convergente donc la série de terme
n=0
général
apr" = Snx" — 28,2zt

1. Par suite R <

n
[Spa™| < Z |ak| ’xk’
k=0

or > apz® est absolument convergente donc (S,z™) est bornée.
k>0

I'est aussi et donc z <
Pour = €0, 1],

Par suite x < R et donc 1 < R. Finalement R = 1.
b)
N+1 N+1 N+1 N
YV €| Z anT Z Spa"t—x Z Sz = SNHmNH—i—(l—m) Z Spa"
n=0 n=1 n=0

A la limite quand N — 400, on obtient f(x)

(1 —x)g(x) et donc
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Exercice 32 : [énoncé]
Puisque S,, = +00, ona R, <1
Comme a,, < S, on a aussi R, > R;.

Enfin S, /S,+1 =1 — ant1/Snt1 — 1 permet par la régle de d’Alembert d’obtenir

R, =1.
On conclut R, = R, = 1.
Pour |z| < 1,
—+oo +oo n —+oo —+oo 1 —+o0
n __ k_ n—k __ n n __ n
D Sua" =3 Y aata"F =) ey @t =) ane
n=0 n=0 k=0 n=0 n=0 n=0

Exercice 33 : [énoncé]

(n)
On a a,, - (

Exercice 34 : [énoncé]
a) Pour 0 < r < R, il y a absolument convergence de Y a,r™. On a

§ a rneznGE a, ar"e —inf

Par produit de Cauchy de séries absolument convergentes, on obtient

+oo n

2 ; _
_ § § akanikez@k n)@rn

n=0 k=0
Puisque Y |a,r"| et > [@,7™| sont absolument convergentes, par produit de
n
Cauchy, on peut affirmer que > > |ag||@n_g| "™ converge. On en déduit que la
k=0

’L(Qk‘ n)0

série des fonctions continues 6 — Z kln_f ™ est normalement

k=0
convergente et donc on peut permuter somme et intégration :

2 “+oo 27 M
/ ’f(rew)’Q d6 = Z/ Zakanikez@k n)G " 46
0 n=070 k=0

Or fo% €% 49 = 0 pour tout p € Z* donc, apres simplification des termes nuls,

1 27

+oo
J— |f(7,ei9)|2 do = Z |am|2 7"2m

2
™Jo m=0

— 9 -9 compte tenu de I’hypothese. On peut conclure que S = 0.

b) Pour 0 < r < R suffisamment

petit

n - n 1 o 7 2
Ej\anF 2= S a2~ = 5= [ £ = 17O
n=0 T Jo

—+o0
Par intégration, d’une fonction négative, on obtient > |an|2 r2" < 0. Or il s’agit

n=1

d’une somme de termes positifs, ils sont donc tous nuls et on en déduit

Vn e N~ a, =0

La fonction f est alors constante.

¢) Posons

Pour tout r > 0,
“+ o0

Z |an|2 2n—Z|an|2 an

n=N+1
Pour p > N + 1, on obtient

N
= E an2"
n=0

2
Zlanﬁ o L / Frei®) — far(rei®)[* d6

+00 5 720 1 27 ‘f(rew) . fN(Tew)’2 ,
2 ol =5 5 d
n=N+1
Or
N 2
2 n
0 < 2m |f(7"ei0) — fN(rei9)’2 1 <o (P(r)” + <n2_30|an|7" ) B O(r2N)
X o r2p S 4T r2p T 2
donc ' o
127 |f(re) — fn(re®)]
— dé 0
2T r2p r——+00
Pour p= N + 1,
= 2 72" 2 = 2
N—
Y ladl 2 = lavl+ R
n=N+1 n=N+2
avec
400 1 Eee ,
2 _2(n—N-1) -
0< > lanl'r <z 2l 0
n=N+2 n=N+2
On en déduit ayy1 = 0 puis, en reprenant la démarche avec p =N +2,..., on

obtient successivement ayyo =0, ...

et finalement f = fy € Cy [X]
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Exercice 35 : [énoncé]
Notons Y a,z™ la série entiére dont la somme est égale & f sur B°.
La fonction f est continue sur un compact donc uniformément continue.
Pour tout € > 0, il existe § > 0 vérifiant
Vz,2' € B,|z = 2| <0 = |f(z) —
Considérons alors r =1—0 et g, : z — f(rz).
Pour tout z € B, |z — rz| —5|z\ d donc [f(z) —g(2)| <e. Ainsi || f — gl 5 <€
Puisque la série entiére > a,2" converge uniformément vers f sur tout comioact
inclus dans B°, la série entiére Y a,r"z" converge uniformément vers g sur B. Il
existe donc un polynéme P vérifiant ||P — gl p < € puis [|f — P|| p < 2¢ ce
qui permet de conclure.

f)<e

Exercice 36 : [énoncé]
a) a, =Inn # 0 pour n > 2.

Qn41

‘ — 1 donc le rayon de convergence de la série entiére Y In(n)z™ vaut 1.

De plus, la série entiére est grossierement divergente en 1 et —1.

On en déduit I =]-1,1].
b) a, ~ # donc ‘%‘ — 1 le rayon de convergence de la série entiére Y a,z™
vaut 1.

De plus, la série entiére est absolument convergente en 1 et -1.
La fonction g est donc définie sur l'intervalle [—1, 1].
¢) Pour n > 2, a, =Inn —1In(n — 1) — 1/n donc

n

1
—In(n—-1)z" — -z

anz™ =In(n)a™ -

En sommant pour n allant de 2 & 400,

g9(x) = (1 —=z)f(z) + In(l — )

d) Puisque a,, ~ 513, la série 3 |a, | est convergente et donc la fonction g est
définie et continue sur le segment [—1,1]. Par suite, la fonction g converge en 1~

et puisque le terme In(1 — z) diverge quand 2 — 17, on obtient
In(1—2x)
(0) ~ -2
z—1 1—-2z

e) Puisque

on obtient quand x — —17T,

o) » 220002
Il reste & calculer g(—1)...
- *1+Z "(lnn —1In(n — 1)) Jrfﬂ
—

+oo n—1
(-1)
1 _— =
+ E . In2
n=2

et en regroupant les termes pairs et impairs consécutifs

2N+1 AN (AT1)4
;(_ ) (Inn —In(n — 1)) 22111( )—ln(2N+1)=1n(2]\27+(11)\/;é)2N)!

en vertu de la formule de Stirling.
Finalement

g(—1)=In 5 +1n(2)

On en déduit
T

) —— 21
— 1n
AR St

Exercice 37 : [énoncé]
Commencgons par noter que f est la somme d’une série entiere de rayon de
convergence R =1 et est donc définie sur |—1, 1[. Pour z € [0, 1], la fonction

2 2 , .
t i at” = et "% ogt décroissante et donc
n+1 n
2 2 2
/ ' dt < 2" g/ 2t dt
n n—1

+oo 2 +oo 5
/ xt dtgf(x)glJr/ 21 de
0 0

En sommant

+oo 5 +oo 5
/ at dt:/ et " ¢t avec Inz < 0
0 0
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Posons le changement de variable u = t1/|ln x|

H
S—
+
8
@
|
e
[N
o
I

+
t?Inz
e dt =
/0 V||

Orlnz ~x —1 quand = — 1 donc

Exercice 38 : [énoncé]

a) On sait que les séries entieres > a,x™ et > na,x™ ont le méme rayon de
convergence R (notamment car une série entiere et sa série dérivée ont le méme
rayon de convergence). Puisque a,, = o(a, lnn) et a, lnn = o(na,) on peut
affirmer par encadrement que la série entiére Y (a, Inn)z™ a aussi pour rayon de

convergence R. De plus
n

1
G”ZE ~ aplnn

k=1
1
donc la série entiere ) { a, Y % =™ a encore pour rayon de convergence R.
k=1
b) Notons que Y Innz™ a pour rayon de convergence R = 1. On sait

n
k=1

=lnn+v+o(1)

T =

donc le terme générale
n
1
Inn — —
2%
k=1

est borné par un certain M.
Par suite

+oo
Z In(n) 2™ —
n=1

quand x — 17.
Or par produit de Cauchy

+oo
1 Mz 1
777,< n — =
Lo <> e = ME O<1_x>

donc N
X In(1 —
S n(n)a" ~ _In(1-2)
z—1— 1—=x
n=1

Exercice 39 : [énoncé]

R =1, il y a divergence en z = 1 et convergence par le CSSA en z = —1.
La fonction somme est définie sur [—1,1].

Par application du critére spécial des séries alternées sur [—1, 0],

“+ o0
1 & 1

E In(1+-|x <ln{(l+——) =0
k n+1

k=n+1 00,[~1,0]

il y a donc convergence uniforme sur [—1, 0] et donc continuité de la somme en —1
puis finalement sur [—1,1].
Pour étudier la fonction en 17, on peut exploiter I’encadrement

1 mhqr 1
— K

1
<In(l+4+—-) =1 1)—Ilnn= —
n+1 n( +n) an+1)—lun /n t n

X

On en déduit pour z € [0, 1],

= " = 1 +°ox"
< In{l1+—)2"< —
ey m(ie)ane XD
n=1 n=1 n=1
Or
+OO:L‘"
Z—:—ln(l—x)
n
n=1
= z" 1
=—(—In(1—-2)— ~ —In(1-—
t 3y m -0 -0~ —l(l-)
Finalement

Exercice 40 : [énoncé]

a) f est la somme d’une série entieére de rayon de convergence R = 1.

Puisque In(1 + 1/n) ~ 1/n, la série n’est pas définie pour = = 1. En revanche, on
vérifie aisément la convergence de la série en x = —1 en vertu du critere spécial
des séries alternées. Finalement f est définie sur [—1,1][.
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b) Calculons la somme partielle

Zln(1+ 2 21 () - “I(zp?fl)‘m((QN[Zﬁ)NK!]iNW)

Par la formule de Stirling

2

Par le changement de variable v = 1/x C! bijectif, on ne modifie par la nature de

I'intégrale et on a
1/ _1\E(1/x) +oo (__1\E(u)
1 1
/ 7( ) dz = / 7( ) du
0 X 1 u

/ ED7 < / duv
E(z) U B(z) W wteo

la nature de l'intégrale et sa valeur sont données par la limite de

/1n+1(_qu(u)du:zn:/:ﬂ(_i)kdu:zn:(—l)kln<1+]1€>

k=1 k=1

Puisque

On peut conclure

1/ _1\EQ1/x)
1 2
/Ldzzln—
0 X ™

¢) On peut écrire

1 1 1
1n(1+)+5navecsn0< 2>
n n n
On a alors
+oo
fx ):Z—+Zm
n=1
D’une part
Z—:flnlfz)——%Jroo
r—1—

et d’autre part

“+oo
"< Jen] < 400
n=1

On peut donc conclure

flx) ~

rz—1-

—In(1 —2)

Exercice 41 : [énoncé]
Notons que l'intégrale définissant a,, converge car [tht| < 1
a) Pour t > n,
thn o tht l
P SpESe
En intégrant et en exploitant thn — 1, on obtient a,, ~ %
On en déduit que R = 1. Pour x = —1, >_ a,a™ converge en vertu du critére
spécial des séries alternées car (a,) décroit vers 0.
Pour z =1, Y a,a™ diverge par 1’équivalent précédent. La fonction somme est
définie sur [—1,1].
b) Pour x € [—1,0], on peut appliquer le critére spécial des séries alternées a la
série Y anz™ et affirmer

Sans 2" < anps

E akx

k=n-+1

ce qui assure la convergence uniforme de la série. Par suite la fonction somme est
continue en —1.

c) On a
1 1 —thn
ap — —| < —
n n
donc pour z € [0, 1],
+oo +oo “+o0
1 1 —thn
n __ L n
DU SEFLPS S
n=1 n=1 n=1
Or
1—th
Z —z"=—In 1—x)—>+ooetn27n~2ne*2"—>0

nl

donc Y % est absolument convergente et la somme de la série entiere
S L=thngn est définie et continue en 1. On en déduit

Exercice 42 : [énoncé]

a) La fonction z + In(1 + x) est définie sur R et & valeurs dans R™*. Puisque
ag > 0, la suite récurrente (a,,) est bien définie et a termes dans RT*. Sachant
In(1+ z) < z, on peut affirmer que la suite (a,) est décroissante. Or elle est
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minorée par 0, donc elle converge vers une limite ¢ > 0. En passant la relation

ant+1 = In(1l 4+ a,) & la limite, on obtient £ = In(1 4 £) ce qui entraine £ = 0 (car

In(1+ ) < z pour tout z > 0). Ainsi a,, — 0F.

On a alors

_ Ong1 In(1 + a,) Ly
an an an

An+41
Qn

et donc le rayon de convergence de la série entiére Y a, 2™ vaut 1.
b) Pour x = —1, la série numérique

Z an(_l)n

converge en vertu du critére spécial des séries alternées car (a,,) décroit vers 0.

c)
1 1 ap—In(l+ay) 1a2 4 o(a2) . 1
u. = _— = — -
" 1 an nGni1 an(an, + o(ay)) 2

d) Par le théoreme de Césaro

k=0
et donc
1 ( 1 1 > 1
J— S % —
n\a, Qg 2
On en déduit 5
Ay ~ —
n

e) On a
—+oo —+oo —+oo
n 2 n En n
E anT zao—i—g —x —i—E —x
n n
n=0 n=1 n=1

avec €, — 0.
Soit € > 0. Il existe N € N tel que |e,,| < € pour tout n > N. On a alors

“+oo c N-1 c
Dt <y at tefln(l- )
n=1 n=1

puis pour z suffisamment proche de 1
“+oo

€
> L
n

n=1

< 2¢|In(1 — z)|

On en déduit

—+o0
Z apx” ~—2In(1 — x)
n=0

Exercice 43 : [énoncé]

a) donc . Or la série entiére exponentielle est de rayon de convergence . On en
déduit que la série entiere est aussi de rayon de convergence . Puisque , et donc .
Comme ci-dessus, on peut conclure que est de rayon de convergence . b) Pour ,
donc

¢) Pour tout

Soit , il existe tel que pour tout , . On a alors, pour

Or

et

donc pour assez grand

Ainsi . d) Si alors

Par suite

et donc

Exercice 44 : [énoncd]
a) Soit M € R tel que S(z) < M pour tout = € [0,1].
Soit N € N. Par sommation de termes positifs,

En passant a la limite quand = — 17, on obtient

N
Z a, <M
n=0

La séries & termes positifs > a,, ayant ses sommes partielles bornées, elle converge.
b) La fonction S est croissante sur [0, 1] et est bornée. On peut donc affirmer
qu’elle converge en 1~ et introduire

+oo
lim E anx"
r—1—
n=0
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De plus, cette valeur majore S sur [0, 1, de sorte qu’en reprenant I’étude ci-dessus

avec cette valeur pour M, on obtient

+oo +o00o
Z an, < lim <Z anx”>

n=0

Inversement, pour tout x € [0, 1], on a
+oo +oo
<3,
n=0 n=0

et donc a la limite quand x — 1~

+oo +oo
lim <Z anx"> < Zan
n=0 n=0

rz—1-

puis finalement 1’égalité demandée.

Exercice 45 : [énoncé]
a) Soit M € R tel que S(z) < M pour tout z € [0, 1].
Soit N € N. Par sommation de termes positifs,

N
Zanx" <S@)< M
n=0

En passant a la limite quand x — 17, on obtient

N
Zan <M
n=0

La séries & termes positifs > a,, ayant ses sommes partielles bornées, elle converge.
b) La fonction S est croissante sur [0, 1] et est bornée. On peut donc affirmer

qu’elle converge en 1~ et introduire

lim S(z)

r—1—

De plus, cette valeur majore S sur [0, 1], de sorte qu’en reprenant I’étude ci-dessus

avec cette valeur pour M, on obtient

+oo
Zan < lim S(x)

—1-
n=0 *

Inversement, pour tout = € [0,1[, on a

“+o0 —+o0
g apz”™ < E an,
n=0 n=0

et donc a la limite quand x — 1~

lim S(x Z an

r—1—

puis finalement 1’égalité demandée.

Exercice 46 : [énoncé]

La fonction f est évidemment définie en 1. Pour étudier sa continuité, introduisons

+oo
> @
k=n-+1

On peut écrire pour x € [0,1[ et n € N

+o00 n +oo
—Zak:Zak(sck—l)—i— Z apzh —
k=0 k=0

k=n+1

avec
+oo

+oo
Z akxk: Z (Rk_lka)CCk

k=n-+1 k=n-+1

Puisque |z| < 1 et R, — 0, on peut écrire

+oo
Z akx Z Ry_ 1zk = Z kak

k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1

avec convergence des deux sommes introduites.
Par décalage d’indice, on obtient

+oo

Z apx® Z ka (r — 1)+ R,a™"

k=n-+1 k=n-+1

et ainsi

—+o0

+oo n
7Zak:2ak(xk*1)+(x*1) Z Rpz® + R, (2" — 1)

k=0 k=0 k=n+1
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Soit € > 0.
Puisque R,, — 0, pour n assez grand on a

Yk > n,|Rk| <€

donc

400
<(1—ux) Z exk < e
k=n+1

+oo
(x—1) Z Ryz"

k=n+1

Pour un tel n fixé, on a quand x — 17,

Zak(xk —1)=0et Ry(z"™ —1) =0
k=0

donc pour x suffisamment proche de 1,

Z ap(z® — 1)
k=0

<ceet ‘Rn(ac"'*'1 — 1)} <e

donc

< 3e

“+o0
|f(x) > a
k=0

Exercice 47 : [énoncé]

a) Pour a, = (—=1)", on a f(x) =1/(1 +x), £ =1/2 et la série > _ a, diverge.

b) Pour N € N et z € [0, 1], on peut écrire

N
Zan—EZAN—f—BN—CN

n=0
avec
N N “+oc0
AN:f(x)fé, BN:Zanizanwn et CN: Z anxn
n=0 n=0 n=N+1
Pour € > 0, il existe un rang ng au-dela duquel
€
lan| < =
n

et alors pour tout N > ng

+oo
€ €
ICn| < = E "
Nn:N+1 N(l—=x)

Posons alors

et on a

D’autre part

|Bn| =

L
TTITN

|CN| <E

N N | N
Zan(l—x”) g(l—x)Znan:NZnan
n=0 n=0 n=0

En vertu du théoreme de Cesaro

1
— na, — 0
P>

et donc il existe n; € N tel que pour N > n;

|IBn| < e

Enfin, puis f tend vers £ en 17, il existe no € N tel que pour N > no

Ay =|f(L=1/N)—f]<e

Finalement, pour N > max(ng,n1,ns)

< 3e

N
E an — ¥4
n=0

On peut donc affirmer que la série > a,, converge et

—+o0o
> =t
n=0

Exercice 48 : [énoncé]
a) On peut écrire a,, = b,&,, avec &, — 0 et alors

+oo
fz) = Z bnenx™
n=0

Pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour tout n > N, on ait |e,| < €. On peut

alors écrire

+oo
<e Z bpa™ < eg(x)
n=N

N-1
’f(x) — Z bpenz™
n=0
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puis
|f ()] nEn"

Quand z — R™,

N—-1 N—-1

g(x) = 400 et Z bnenz™ — Z bpenR™ = Ct

n=0 n=0

donc pour x assez proche de R
R"| < eg(x)
puis
|f(@)| < 2e9(x)

o(g(z)) quand z — R.
n) done f(x) = g(x) + o(g(x)) ~ g(x) en vertu de

Cela permet de conclure que f(z) =
b) Si a,, ~ b, alors a,, = b, + o(b
a).

Exercice 49 : [énoncé]

a) Notons a,, le coefficient générale de la série entiére étudiée a,, = 1 s'il existe n
tel que m = p,, et a,, = 0 sinon. On observea,, = O(1) donc R > 1 et a,, /0 donc
R<1puis R=1.

Soit € > 0, il existe un rang N € N tel que pour n > N, n < €p,,. On a alors :

0<(1—a)f(z) <(1—2x) Z:ﬂ“—kl—x Z:C
n=N
Quand z — 17,
N-1
(l—x)pr"%O
n=0
et
1—x
(1—-2) Zx 1—:51/5 €

n=N

donc pour z suffisamment proche de 1,

0<(1—2a)f(x) <2

Cela permet d’affirmer (1 — z)f(x) — 0.
T—1"

b) Ici, il faut penser & une comparaison série-intégrale. . .
. q , . 7 .
Pour z € ]0,1[, la fonction ¢ — x*" est décroissante. Par la démarche classique, on

obtient
+o0 . +oo .
/ zt dtgf(a:)<1+/ ot dt
0 0

+OO q +OO q +OO q q
/ zt dt:/ el mdt:/ e
0 0 0

avec a = v/ —Inx donc

Or

et on ne calculera pas cette derniere intégrale.
Par I'encadrement qui précede, on peut affirmer

+o<>_q

sachant Inx ~x — 1

Exercice 50 :
a) R=1.

b) fol@) = 155, fil2) = T

On obtient les expressions de fs,..., f5 par

seq(normal (sum(n"k*x"n, n=1..infinity)), k=2..5);
On peut présumer un équivalent de la forme (1—(;%

[énoncé]

On peut obtenir les premiéres valeurs de C,, par
seq(eval (simplify(sum(n"k#*x"n, n=1..infinity)*(1-x) "~ (k+1)), x=1),

k=0..5);

Cela laisse présumer C,, = (—1)*T1al.
+oo

Pour z € |-1,1[, fj(x) = > nPTla™~! donc zf)(x) = fpi1(x).
n=1

En raisonnant par récurrence sur p € N, on définit la suite (Q),) de polynémes de
sorte que
Qo =X et Qp1(X) = X(1 - X)Q,(X) + (p+ 1) XQ,(X).
On observe Qp+1(1) = (p+1)Qp(1) de sorte que Qp(1) = pl.
!

On peut alors affirmer f,(z) ~ (1—2%'
x—1—

c¢) A partir du développement connu de(1 + )%, on obtient b,

_ (e41)(at).(atn)
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4Dyt ntl b (L - oAy 2
InF—=— —Inj-=aln = —In3+= =0 (-5) donc la série Y In e T
est absolument convergente.

7’ . . 7’ 7’ o . @
On en déduit que la suite de terme général In 3— converge puis que 7— tend vers
une constante A(a) > 0.

On peut alors conclure en exploitant le résultat suivant :

+oo +oo
ap ~ b, avec a, >0, R=1et Y a, diverge entraine > a,z™ ~ Y bya™.

n=0 r—1— n=0
Pour établir ce résultat :
—+00
- d’une part, on montre que > a,x" —1> +00,
n=0 z—1—

+oo “+oo N “+o0
- d’autre part, on écrit | > apx™ — Y bpz™| < Y. |an —bp| +€ > ana™ en
n=0 n=0 n=0 n=0
choisissant N de sorte que |a,, — b,| < €a,, pour n > N.

On peut alors conclure que f_(z) ~ %-

Exercice 51 : [énoncé]

a) Par application de la reégles de d’Alembert, les rayons de convergence de séries
entieres définissant f et g sont égaux a 1.

b) g est assurément définie et continue sur ]—1, 1] en tant que somme de série
entiere.

La série entiere définissant g converge aussi sur [—1,0] par application du critére

spécial et
<—-In|1 1
ln 1 —
= n+1

Il y a donc convergence uniforme de la série de fonctions continues définissant g
sur [—1,0].

Ainsi g est définie et continue sur [—1,1].

On peut aussi souligner que g n’est pas définie en 1 car

1n<1—1)1” ~ 1
n n—+oco N

“+ o0
1
Vo e [-1,0]| 3 In (1 - k) ok

k=n-+1

¢) Pour z € ]-1,1],

+oo
(1-2)f(z)= Z (Inn —In(n — 1)) 2" = —g(x)
n=2
¢) On peut prolonger f par continuité en —1 via
_ 9= 9(-1)
f@) =10 57 3

Cependant la somme définissant f n’est pas, a proprement parler, définie en —1.

On a
(1 1 1 1 n 1
nfl—-=-)=-=--— =
n n onz " O\ n2
donc pour z € ]—1,1]

e R - 1
g(x) = ;fﬁz” - 7;2 (2712 +o (712)> x”
et donc
X1 1
g(x) 1n(1x)+17;2<2n2+0<n2>)x"
Le terme sommatoire définit une fonction continue sur [—1, 1] (par convergence

normale) et donc

glz) ~ (1-2)

puis
In(1 —z)

f(m) r—1— 1—=z

Exercice 52 : [énoncé]
Par la formule de Taylor avec reste-intégrale

n (k) T (e )P
k=0 ) ’

avec
n+1

=" 2|
| e (t)dt‘g(n-f'l)!

Posons r = min {a,1/A} > 0. Pour |z| <7, on a

"f(n+1)" < K|.CEA|”+1

/ %f(”“)(t) dt — 0
0 : nee

car |zA| < 1 et donc |zA[" T 0. On en déduit
n—-+0oo

" fk)
kz_of k!(o)xk — f(.’);‘)
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et on peut écrire

Fa) = Z f(n)

La fonction f est donc égale a la somme d’une série entiére sur |—r, r[.

Exercice 53 : [énoncé]
Pour z € [0, R, la série 3 £ f()(0)2™ est une série & termes positifs. Par la
formule de Taylor reste intégrale

n (k) z _f\n
_ ; f k'(O) xk +/O (.Z‘ n't) f(n+1)(t) dt

et puisque le reste intégrale est positif, on a

" f(k)
k=0 ’

Puisque ses sommes partielles sont majorées, la série a termes positifs
> L™ (0)z™ est convergente.

Pour z € |-R,0], on a

F(0)

—— ="

VWQW

et la série S L £(™(0)2™ est absolument convergente donc convergente.
n!

Exercice 54 : [énoncé]
a) Par la formule de Taylor avec reste intégrale

Z f(k) /z (z —t)" f("-‘-l)(t) "
0

n!

Par le changement de variable ¢ = zu, on obtient

xn+1

L) 1
k=0 ’ ’

Puisque = < |z| < 7, on a zu < ru puis f+ (zu) < fOHY (ru) car fHD est
croissante puisque de dérivée f ("+2 > 0.

On en déduit

|$|’I’L+1

n.fk)
RN SialON

= opntl k!
k=0

(*)
Or la somme Z ! (O) * est a termes positifs et est majorée par f(r) en vertu de

la formule de Taylor initiale. On a donc
~ fP0)
N Z k!
k=0
b) Puisque |z/r| < 1, la majoration précédente donne

(k) ()
Z f k;!( )xk n—-+oo f(x)

k=0

x n+1
X ‘*

Ainsi f est développable en série entiére sur |—a, a] car égale a la somme de sa
série de Taylor sur |—a,a[.
c¢) Posons f(z) = tanz. Par récurrence sur n € N, on montre que

F™ (@) = Py(tana)

avec P, un polynéme dont la parité est celle de n + 1 car on a la relation de
récurrence
Poi(X)=(1+X?P,
On en déduit alors que f((x) > 0 pour tout = € [0,7/2[.
1o )
En reprenant 1’étude qui précede, on obtient f(z) = > fT(O)x" pour tout

n=0
z € [0,7/2[.
Par imparité de f, f(P)(0) = 0 et par imparité de f, on a la relation

N~ £ (0)
Je)= 2

p=0

2p+1

pour tout x € |—m/2,7/2].

Exercice 55 : [énoncé]
Pour tout z € |—a, al,

" F) (0 © (.
Z /%f(n—’_l)(t)dt

P 0
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Posons . An Pour 2 > 0,
Rn(x) = / gf(rwrl)(t) dt z n n+1
0 n: / (1' — t) f(nJrl)(t)dt < - f(nJrl)(:E) 50
Par le changement de variable ¢ = xu, on peut écrire 0 n! (n+1)!

n!

Ry (z) = 2" /1 =" o) (guy) du
0

Choisissons y tel que |z| < y < a. Puisque f+1) est croissante, on a
Vu € [0,1], FD () < fO (yu)
et donc

u)"

1
n 1- n n
Ra@) < o [T B 0D ) du < oy )
0 .

De plus R, (y) < f(y) car les termes de la somme partielle de Taylor en y sont

tous positifs et donc

|Ra(@)| < |2/y"" fly) ——— 0

n—-+4oo

Finalement f est aussi égale & la somme de sa série de Taylor en 0 sur |—a, af.

Exercice 56 : [énoncé]
Pour tout a et z € R,

e S e L

n!
k=0

- - (s ) -
Pour x > a, la série numérique de terme général fT(a)(x — a)® est une série

majorée par f(z) et & termes positifs, elle est donc convergente ce qui assure

1) (r—a)" —0

n! ne

Pour z < 0,

/Om (-13 ;'t)" f(n+1)(t) dt’ < /IO (t _n;x)”f(n-i,-l)(o) dt = ((;Jiznl';'l f(n+1)(0) 0

noe

en exploitant la remarque initiale avec 0 et —x pour a et x.

en exploitant la remarque initiale avec = et 2z pour a et x.
Finalement f est égale a la somme de sa série de Taylor en 0 sur R.

Exercice 57 : [énoncé]
On a
Q-—2)1+z+2*)=1-23

donc pour z € |-1,1],

V1—a3
f(x):ﬁ:(l

est développable en série entiere sur |—1, 1[ par produit de fonctions qui le sont.

. I3)1/2(1 . $)71/2

Exercice 58 : [énoncé]

Posons
1

fla) = 1 — shx

La fonction f est définie et de classe C* sur |—o0, R] avec R = argshl.
Soit « € |—R, R[. Puisque |shz| < 1, on peut écrire

—+o0
1 n
fl@) = T ha 7nzzjosh T

Chacune des fonctions x — sh”z est développable en série entiére sur R ce qui
permet d’écrire

400
sh"z = g amkxk
k=n

Puisque les coefficients du développement en série entiere de la fonction sh sont
tous positifs, on a aussi a,, ; > 0 pour tout n, k. Pour « € |—R, R, on peut donc

écrire
+oo [/+oo
f(z) = Z <Z amkxk)
k=n
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. - k . -
Puisque la série > |anx2®| = 3 an |2|” converge et puisque la série
k>n k>n

+o0 &
> X |angat| = 2
n>0 k=n n>=0
échanger les deux sommes ce qui donne

k=0 \n=0

(sh|z|)™ converge aussi, on peut par le théoréeme de Fubini

Ainsi la fonction f est développable en série entiére sur |—R, R[. Le rayon de
convergence de la série entiere ainsi introduite est alors au moins égale a R et en
fait exactement égal a R car f diverge vers 400 en R~ et ne peut donc étre
prolongée par continuité en R.

Exercice 59 :
a) Posons

[énoncé]

cos(2"x)

Up T € R—
n!

Les fonctions u,, sont de classe C*° et pour tout k € N

2nk

Puisque le majorant est le terme général de la série exponentielle en 2%, il est
sommable et il y a donc convergence normale de la série de fonctions > u%k).
On en déduit que la fonction f est définie et de classe C* sur R.

b) Par I’étude qui précede
F® (0 Z u® (0
(k)

Si k est impair, uy, * (x) s’exprime en fonction de sin(2"x) et donc uslk)(()) = 0 puis

7®(0) =0

Si k est pair, on peut écrire k = 2p et alors

u(2p)(x) _ (71)p22npcos(2 x)
" n!
puis
+oo 2n
2°mP 2
(2p) _ -1 = (=1)Pe2”
70 = 32 (-1 )

La série de Taylor de f en 0 est alors

Pour z # 0, posons

p e D
On a st
upt1(z)| 32y
w@) |~ @ D@t

Le rayon de convergence de la série de Taylor étudiée est donc nul.

Exercice 60 : [énoncé]
a) Pour t € R\N*,

an <1 2 1
<slom+ —3
n—t| 2\ " (n—1t)?

donc ) = est absolument convergente. La fonction f est définie sur R\N*.
b) Pour [t] < 1,

—+oo +oo 400

f(t)zzan t/n ZZ nerl

n=1 n=1m=0

. Jo nt™
Puisque la série ‘amﬂ converge pour tout n >
m=0

1 et puisque

| |an]
>3l el

n>1m=0 n>1

converge, peut appliquer le théoréeme de Fubini pour intervertir les deux sommes.

“+o0 “+oo a
=3 (3 s )

m=0 \n=1

La fonction f apparait alors comme développable en série entiére sur |—1,1].
¢) Si f(t) =0 sur [—1/2,1/2] alors le développement en série entiere de f sur
]—1,1[ est nul et on en déduit que f est nulle sur |—1, 1].

Or
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+oo
avec t — » -2 définie et continue au voisinage de 1. On en déduit que a; = 0.
n=2
On peut alors reprendre 1’étude du b) et, sachant a; = 0, on peut affirmer que f
est développable en série entiére sur |—2, 2[. Or ce dernier développement étant
nul, on obtient comme ci-dessus as = 0 etc.

Au final, la suite (a,)nen+ est nulle.

Exercice 61 : [énoncé]

a) |sin(a™z)| < |z||a™|, il y a donc convergence absolue de la série définissant f(x).

b) fn:x > sin(a"x) est C* et Hfék)H < |a|™ terme général d’une série

o0
absolument convergente donc f est de classe C* et

+o0 . 1 1
FO| <Y = <
H 0o Z:O 1—laff =~ 1-lq

¢) Par la formule de Taylor-Laplace,

n o e(k) & (p _ )n
fl@)=>" fT(O)xk +/O %f(”“)(t) dt
s !

avec
1 xn+1

<0
1—Ja] (n+1)!

/Ox M]v(n-&-l) () dt‘

n!

Ainsi la série de Taylor de f converge sur R vers f et donc f est développable en
série entiere.

Exercice 62 : [énoncé]
On peut écrire
In(1 —2%) =In(1 — z) + In(1 4 = + 2?)

donc sur |—1, 1],

+o0 1 +oo 1 +oo
In(1 4z +2?) = — —3n 4 —z" = anx"
n n
n=1 n=1 n=1
avec L 5
n = — si 0 [3] et =— —=——
a sin# [3] et asy, ™ ™

Exercice 63 : [énoncé]
Par décomposition en éléments simples

1 _a/la=b) b/b—a) _ WX pnt - at
(1—ax)(1—bx) 1-—ax 1—bx _n:() b—a
avec R = min (1/a,1/b).
On a alors
+oo 1 +oo
2. n 2n—+2 n+lin+1 2n+2\ .n
chfli —mz(b —2a b +a )CL’
n=0 n=0
donc

1+ abx

= 9 n 1 b2 2ab n a?
E cat = - —
—= (b—a)2 \1-02x 1—abr 1-a’z (1—a?z)(1 — abx)(1 — b2x)

Exercice 64 : [énoncé]
Par décomposition en éléments simples

1— 22 _ 1 1
1—2zxcost+x2 1—zet  1—zge it

Sachant

—— =) 2" pour |z| <1

— ait

1— zet =

on obtient
1— a2 =
[y ———— =1+2 Z cos(nt)z"

n=1

pour tout x € |—1, 1]

Exercice 65 : [énoncé]
Par décomposition en éléments simples

1—zcost 1 1 N 1
1—2zcost+22 2 \1-—(eitz) 1— (e ilz)

donc N
1—zcost <X, . »
—1—2zcost—|—z2 :§Z(emt+e znt)zn
n=0
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puis

1— zcost = "
1—2zcost + 22 Z cos(nt)z
=0

Exercice 66 : [énoncé]
La fonction f est définie sur |—1,1] et

fy = 2
V1—a?
Pour || < 1, on a
ﬁ — (14w
avec u = —x? € |-1,1] et a = —1/2 donc

Vi—z2 o 22"(n!)2x

puis
= n)!
1) = 3 g e + )
n=0 :

Exercice 67 : [énoncé]

a) 2a; + ap = 0 donne a; = —1/2.

2as + a1 + ag/2 = 0 donne ay = 0.

2a3 + az + a1/2 + ag/6 = 0 donne az = 1/24.
b) Par récurrence, on montre

VneN,|a,| <1

en exploitant

qui donne

"1
2lan| <Y <e—1<2
k=1

On en déduit que le rayon de convergence R est au moins égal a 1.

c¢) Par produit de Cauchy de séries absolument convergentes, on obtient

+o00 00 n
(1+e) P 0" =3 (+Zk> o
n=0 n=0 k=0 ’

d) Pour x € |-R/2, R/2[, on a |2ixz| < R et

. _ —+oo
e — et 1 2 1
tanr = ——-—==(1—- —— ) = —= an(2ix)"
i(e® +e7®) 4 ( e2”+1) ) nzl n(2iz)
Puisque la fonction tan est a valeur réelles, on peut affirmer
Vp € N* ag, =0

et donc

—+o0

tanxz = E (—1)P T ay, 227 2P H

p=0
e) Puisque la fonction tangente ne peut étre prolongée par continuité en 7/2, on a
assurément R < 7.
Par récurrence, on montre que les dérivées successives de la fonction tangente sont
des polynomes a coefficients positifs de la fonction tangente. On en déduit

Vn € N,Vz € [0,7/2[, (tan)™ (z) >0

Les coefficients du développement en série entiere de la fonction tangente sont
ceux de sa série de Taylor

tan)(2P+1)(0)
Vp e N, a 22p+l flpH:(i}O
p 2p+1 ( ) (2p+ 1)
La formule de Taylor avec reste-intégrale donne alors
n x (I _ t)2n+1
Vo € [0,7/2[,tanx = Z (—1)p+1a2p+122p+1x2p+1—|—/ W(tan)@”“)(t) d¢
0

p=0
et puisque le reste-intégrale est positif, on obtient
n

g (—1)P M ag, 1227 2P Ctana
p=0

Ainsi, la série & termes positifs > (—1)PTlag,;122PT122P+1 converge pour tout

x € [0,7/2[. On en déduit que le rayon de convergence de cette série entiére est au
moins égal & /2 puis que le rayon de convergence de Y asp122P1!, qui est aussi
celui de Y a,z"™, est au moins égal a 7.

Finalement R = 7.
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Exercice 68 : [énoncé]

On a .
oo qt 1 du 1 oo

s 5 = S 122

/1 t2+x2u=1/t/0 1+ (ux)? /OnE_:o( )Pz du

Pour |z| < 1, il y a convergence normale sur [0, 1] donc

/+°° dt +§ (=)™ ,, arctanz
= €T =
1 2+ a? 2n + 1 z

n=0

Exercice 69 : [énoncé]

a) Appliquer I'inégalité de Taylor-Lagrange & la fonction t + e’ qui est de classe
C"tosur R.

b) La convergence de l'intégrale définissant F' provient de la convergence supposée

de [T21f(1)] dt.

On a
S (i) +°°<m ; (itw)k)
Flz) = F(b)dt + eite F(t)dt
W=/ X[ > )@
- e P N 7 O
[ f(t)dt‘kz_o(/_m i)

et

/ et - 30 U0 g arf < [ risara—o

e P k! S n+0) )

compte tenu des hypotheses.
On peut alors affirmer

Fz) = io ( / o (igk £(t) dt> 2

k=0 >

avec convergence sur R de la série entiere considérée.

Exercice 70 : [énoncé]

a) On sait
Vu e ]-1,1] ! :(1+u)71/2:+f(7 ) @2n)!t
) ) m — (an!)Z

donc

w/2 +oo
f(x) = / > w(0)ds
avec

o (277’)' 2n .. 2n
un(6) = (2”n!)2z sin“" 6

Les fonctions u,, sont continues par morceaux, la série de fonctions > u,, converge
simplement sur [0, 7/2] et sa somme est continue par morceaux. Les fonctions u,
sont aussi intégrables sur [0, 7/2] et

/OW/2 [un(8)] d0 = /OM2 un(0)d0 = 2 [(2(573;2} * o

car on sait calculer & I’aide d’une formule de récurrence obtenue par intégration
par parties les intégrales de Wallis

2n—1

71'/2 2 '
o :/ sin?" 0 df = Ipy_y = (( )t
0

2nnl)? 2

Par la formule de Stirling

/2 2n
/ un(8)] 46 ~ T
0 2

n

Ce terme est sommable et I’'on peut donc procéder a une intégration terme a
terme donnant la relation proposée.
b) On a obtenu

“+o0
2n 1
flx) = E an,x°" avec a, ~ —
2n
n=0
On peut écrire

1
= 1+e(m) avec e(n) ——— 0

a
" 2n n—-+o0o

et avec convergence des sommes introduites

too on too 2n too 2n
x e(n)x 1 5 e(n)x
—ag+ Y —ap— - 1In(1— 3
f(x) a0+n:1 ™ +n§:1 o a— 5ln(l —z )+n:1 o
Or
1 1 1 1
ag — 5111(1 —2%) =ag— §ln(1 +x)— an(l - x)x_f:r —§ln(1 — )
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et pour conclure il nous suffit d’établir

n

too 2
Z =_o(In(1-2))

Soit € > 0. Il existe un rang N tel que

Vn > N, |e(n)| <e

et alors
+oo ( ) 2n N-— 2n
Z Z ln(l —2?%)
n=1 n=1

Le premier terme de la somme réalisant la majoration est polynomiale donc

N-1 2n

Z o (In(1 — %))

et donc, pour x suffisamment proche de 1,

+oo 2n
Z s(nz);lv eln(1 — z?%)
n=1
Ainsi N
= f(n)x2n 2 2
= In(1 — In(1 —
L R
Finalement
) ~ —=In(l-—ux)

Exercice 71 : [énoncé]
a) Si z > —1, la fonction ¢ — 1/(z + €') est définie et continue par morceaux sur
[0, +00] et intégrable car
t2)(z+e") —— 0
t—+oo
Si x = —1, la fonction t — 1/(z + €') n’est pas définie en 0 et

1
t—1¢s0+t

—_

La fonction n’est donc pas intégrable et, puisque elle est positive, son intégrale
diverge.

Si z < —1, la fonction ¢t — 1/(x + e') n’est pas définie en to = In(—z) € |0, +o0|.
Par dérivabilité en tg, on obtient

1 1 1

et +x el —elot=to (T —tg)eto

et encore une fois 'intégrale diverge.

b) Pour z =0
“+o0o dt +oo
_ —t _
/0 x—!—et_/o e 'dt=1

Pour z # 0, posons le changement de variable v = e’ qui définit une bijection de

classe C1
/+°° e /+°° du
o x+et )i ulz+u)

Par décomposition en éléments simples
/+°° a /+°° Vo 1z,
o xtet f; U x+u

/+°° dt  In(l+2)
0

x + et T

et finalement

¢) Pour x € |-1,1], on a

In(l1+2z) = Z —a"

On en déduit

Exercice 72 : [énoncé]

a) S est définie sur R\Z™.

b) Par convergence normale sur [1,+0o[, on peut intervertir limites et sommes
infinies pour justifier,

+oo
1. = =
i, 5) ;OO 0

et
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de sorte que
1

S@) ~ (1—-a)x
¢) Pour |z] < 1;

+oo n n

1 a =i m O m
S(x)—;:;x_i_n:;mz:%(—l) 1

n oo n
Or > |(=1)™ -4 a™| converge et > > |(—1)™ -%=5a™| converge. Par le
m=0

théoréme de Fubini, on peut permuter les sommes infinies et affirmer

1 +oo 400 a®
S(l’) _ E — (_1)’m (Z an) ™

n=1

Exercice 73 : [énoncé]
a) Posons u,(z) = sh(a™z). La fonction wu, est définie et continue sur R.
Pour a > 0, on a

sup |un(z)] = sh(aa™)

z€[—a,al

avec

262" ——— 0

n?sh(aa™) ~n
n—-+oo

La série de fonctions Y u, converge donc normalement sur [—a, a] pour tout

a > 0.

Par convergence normale sur tout segment, la fonction S est définie et continue
sur R.

b) Pour x € R
+oo
S(ax) = Z sh(a"z) = S(z) — sh(z)
n=1
Ainsi

Vo € R, S(x) — S(azx) = sh(zx)

¢) Analyse : Supposons S développable en série entiere sur R avec

+oo
S(x) = Z anz"”

n=0

L’égalité S(x) — S(ax) = sh(zx) fournit

EOO a (1 o an)xn _ JEOO 1 x2n+1
" B (2n+1)!
n=0 n=0

par unicité des coefficients d’un développement en série entiére, on obtient

1

Vn € N,agyy1 = (= a2 ) (2n £ 1! et as, =0
Synthese : Considérons la fonction définie par
too 22+l
() = nz:% (1— a2+ (2n +1)!

Le rayon de convergence de la série entiere définissant 1" est +o00 et par les calculs
qui précedent
Ve € R, T(x) — T(ax) = sh(z)

Il reste & montrer 7' = S pour conclure. Soit x € R.
Pour tout n € N, on a

T(a"x) — T(a"'z) = sh(a"x)

En sommant

n—1 n—1
T(z) —T(a"z) = Z (T(akx) T(ak+1x)) = Z sh(a®z)
k=0 k=0

Sachant que T est continue en 0 avec T'(0) = 0, on obtient quand n — 400

n—1
— 1i . k) —
T(x) = HETOO Z sh(a"z) = S(x)
k=0
Exercice 74 : [énoncé]
Pour |z| < |al,
+oo
1 11 -1,
r—a al-—z/a _nzzoa”+1w
Par dérivation a l'ordre p
+oo
(! X Do) ),
(I _ a)p+1 o . qntp+l
n=
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Ainsi

1 _*f(—l)p* (n+p)! ,
(v —a)ptl = amtrtl plnl *

On peut aussi obtenir ce développement a partir de celui de (1 + u)®.

Exercice 75 : [énoncé]
a) Sachant 1 — o*z k—> 1, on peut affirmer que pour N assez grand
—+00

Vk>N,1—d*z>0

Considérons alors la suite définie par la portion de produit au-dela du rang N

< H (1- ozkx)>
k=N n>N

In (ﬁ (1- o/“a:)) = z": In(1 — o*x)
k=N

k=N

avec In(1 — ofz) = O(a¥). La série de terme général o est absolument
convergente et donc, par comparaison, la série > In(1 — akx) est aussi absolument
convergente. On en déduit la convergence de la suite

(i In(1 — akx)>
k=N

puis, en composant avec la fonction exponentielle, la convergence de la suite

< H (1- Ozkx)>
k=N n>=N

Enfin, en tenant compte de la portion initiale du produit définissant P, (x), on
obtient la convergence de la suite (P, (x))
b) Si f est solution de (E) alors

fx)=(1—ax)f(ax) = (1 - azx)(l — o?z)f(a’z) = ...

Par récurrence, on obtient

n>N

Quand n — oo, f(a™*tz) — £(0) car f est continue et donc

—+o0

(@)= f0) [T 0 —a*z) = £(0)P(2)

k=0

¢) Soit Y a,x™ une série entiére de rayon de convergence R = 4oc.
La somme de cette série entiére est solution de (E) si, et seulement si,

+oo “+o0 +oo
g apr” = E apa” " — g Ap_qa” "
n=0 n=0 n=1

Par unicité des coefficients d’'un développement en série entiere, ceci équivaut a

an—l

Yn>1,a, =
a™ —1

Gp—1

Inversement, considérons alors la série entiere > a,z™ avec

de sorte que

Cette série entiere est de rayon de convergence R = +oo car

-1
a a”
= =0
Ap—1 a”—1
+o00
et 1’étude qui précede assure que sa somme x — Y a,z™ est solution de (F)
n=0

prenant la valeur 1 en 0.
En vertu de la question précédente, on peut affirmer

T/ n o Gkl
Vz € R, Hak—l z" = P(x)
n=0 \k=1
Exercice 76 : [énoncé]
a) Puisque
z 2|
- <
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Pinégalité |P,(z)| < P,(— |z]) est immédiate.
Par produit & facteurs strictement positifs, on a P,(—|z|) > 0 et on peut donc

introduire
- ||
InPy(—[z)) =) In <1 + o5
k=0

2] |2
In{1+ — ~  —
n < + 2" | n—+oo 21

et ce terme est donc sommable. On peut alors écrire

—+oo
&
mP,(—|zh)<M=Y 1In(1
nPy(~ |2]) nE_O:n( + o

puis
|Pn(2)| < eM

b) On a

2| 2|
1P (2) — Pu()] < |Pa(2)] 5y < oL
Le majorant est sommable, la série télescopique Y P,,11(z) — P, (z) est donc
convergente et la suite (P,(2)) est de méme nature.
¢) Pour |z|] < 1,0n a

M too
e 1
|Pn+1(2)—Pn(Z)‘<WaVeCM: E In (1"‘271)

n=0

et donc

eM

|31<pl |Poy1(2) — Pa(2)] < ont1
Ce terme est sommable, la série télescopique Y P,,11(z) — P, (z) converge donc
normalement, et donc uniformément, sur le domaine défini par la condition
|z| <1. On en déduit que la suite de fonctions (P,(2)),,cy converge uniformément
sur ce méme domaine. Or chaque fonction P, est continue en 0 et donc sa limite
simple f est continue en 0.
d) La fonction f vérifie évidemment les conditions énoncées.
Inversement, si une fonction g vérifie les conditions proposées alors

9(z) = (1= 2)g(2/2) = (1 2)(1 — 2/2)g(=/4) = ...

Par récurrence
9(2) = Pa(2)g(z/2"*)

Par continuité de g en 0, un passage a la limite donne g(z) = f(z).
e) Par analyse-syntheése, la recherche d’une fonction somme de série entiére

> ap 2™ solution conduit &
n
1
_ n
ay, =2 I | T2k

k=1

et un rayon de convergence infini.

Exercice 77 : [énoncé]
On sait pour tout u € [-1,1[ et a € R

+oo
o ala=1)...(a—n+1) ,
(14+u)*= Z py u
n=0
11 suffit alors de considérer u = —x et a = —« pour obtenir la formule proposée

sachant

(—a)(—a—1)...(—a—n+1) nala+1)...(a+n—1)

~(-1)

n! n!
Exercice 78 : [énoncé]
En dérivant et en décomposant en éléments simples
2z -5 1 1 1 1 1 1
In(z? — 5z +6)) = = - _ =
(n(e” =52 +6) = 5 w—9) “2-2 2-3 " 21-22 31-2/3
donc

—+oo
1 /1 1
2 n
In(z* — 52 +6) =1n6 — g n(2n+3n>x

n=1

avec un rayon de convergence R = 2.
On peut aussi trouver ce développement en série entiére en factorisant

In(z? — 52 +6) =In(2 — z) + In(3 — z)

Exercice 79 : [énoncé]
Posons

T qt
f(x):/,m1+t+t2
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On vérifie aisément la convergence de cette intégrale et la fonction f est définie et

dérivable sur R avec

1
() —
o) = v e
Pour |z| < 1,
1- =
1 3n n
fi(z) = 1—903 (1-=x) Zx Zanx
n=0
avec
azp =1, azpy1 = —1let azy12 =0
En intégrant,
—+oo
a
— 0 n n+1
fla) = £( “;HH

avec 0
dt
0) = -
1(0) /_001+t+t2

Pour calculer cette intégrale, on écrit

/0 dt /0 dt 2 [
— 0 = ———5 7 = —= |arctan
o1ttt oo (4 1) 43 3

Apres calculs
47

f(0)=37\/§

Exercice 80 : [énoncé]

a) Pour z € R, on peut affirmer zsin #e? # 1 et par multiplication par la quantité

conjuguée
sin fe?? sin fe?? (1 — z sin fe =)

1 — z sin fe?® |1—xsineei9|2

On en déduit

I sin fe sin® 6
m _ | =
1 — x sin fet? 1 —2zsinfcosf + z2sin? 0

b) La fonction f est définie et de classe C* sur R et, aprés calculs

sin? 6
1 —2xsinfcosf + x2sin? 0

fl@) =

Pour |zsinf| < 1, on a

1—asinge® 00C nZ:;J (wain fe n=0
On en déduit oo
f(z) = Z (sin )" sin ((n + 1)0) 2™
n=0

puis, par intégration de développement en série entiere,

+
(sin )" sin(nd
Fla) = $(0) + 3 FROTR e

avec

f(0) = — arctan <t

car  — /2 € |—m/2,7/2].

! 9) = arctan (tan(f — 7/2)) = 0 — w/2

an

Exercice 81 : [énoncé]
La fonction f est dérivable et

1 1

/ _ _
P& = i~ o2

est une fraction rationnelle dont 0 n’est pas pole. La fonction f’ puis f sont
développables en série entiere et les rayons de convergence des séries entieres
correspondantes sont égaux.

1 1/2i 1/2i —3 1
5 = - -=Re| ———— | =Im | ——
2 +2x+2 z+1—7 x+14+1 z+1—1 r+1—1

avec

11 1 i" (-
s n+1
x+1—1 — (1—1)
avec un rayon de convergence R = /2.
Comme 1 — i = v/2e"/% on a
+o00 Bn+)w
1 _ cos “——
x2 +2x+2 2(n+1)/2
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puis On reconnait une écriture en (Z — Z) /2i, c’est donc une partie imaginaire
- +o00 cos (Bn+1)w
i 4 n+1 . e
f@) =73+ (n+ 1200727 e e i Y e
n=0 1 — 2z cosa + 22 e~ie — g 1 — xeie
avec R = \/5 . .
Par sommation géométrique
eia too )
Exercice 82 : [énoncé] T — = Z eintDagn
En dérivant ) N e n=0
tan 5
f(z) = : 2 et donc
(1—2)2+ (1+2z)?tan” §
Par les formules de trigonométrie relatives a la tangente de I'angle moitié d arctan zsina _ f sin((n + 1)a)a™ = f sin(na)z" !
. dx 1 —zcosa
f’(a’:) _ Sin & n=0 n=1
— 1 2
1—2zcosa+sz Par intégration de série entiere, on obtient alors la relation proposée.
Par décomposition en éléments simple
() = 1 L 1 Exercice 84 : [énoncé]
2 \z —el* g —eTi® a) On a
Pour z € |1, 1], on obtient Py _ nn-1)..(n-p+t1) ~ lnp
p p! P!
1 400 400 +o0 d 1 q q f ‘1
") = — ei(n-{-l)awn _ e—i(n+1)o¢xn _ 2"sin(n + Da onc le rayon de convergence de J vaut 1.
) 24 (712_0 7;) nZ:o ( ) b) Sur |—1,1[ f est de classe C* et
Enfin, en intégrant ce développement en série entiere sur |—1, 1], =X (n+
g PP =11 Fa) =Y ( Py, -1
a <X sin(na) n=t P
)= — "
1(@) 2 + Z n Donc
n=1
400 +o00 +oo
n+p+1 n+
(1=2)f'(z) =Y (n+1) ( i )x"— Zn( p) 2= ana”
Exercice 83 : [énoncd) n=0 p n=0 p n=0
Pour |z| < 1, on a avec
d xsin a sin a a, =(n+1) ntp+l —-n ntp
— | arctan = "
dx 1—xzcosa 1 —2xcosa + 22 p p
qui donne

Par décomposition en éléments simples

sin « B 1 1
1—2zcosa+z2 2 \e i@ —g eio_g

ap=Mn+p+1) <n+p> _n<n—|—p> =(p+1) <n+p>
p p p
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Par suite
1 —2)f'(z) = (p+1)f(x)
Les solutions de I’équation différentielle linéaire d’ordre 1

(I—x)y =(p+1)y

sur |—1, 1] sont

avec C' € R.
Sachant f(0) = 1, on obtient

Exercice 85 : [énoncé]

a) On a

+
sin(tx) = i 7(_1)k 2RAL 2kl
N = (2k + 1)

A l’aide d’intégration par parties

+oo k!
/ 2Rt B
0 2

+o00 (—l)k
/ t2k+1$2k+1
o |@k+1)

qui est terme général d’une série convergente.
On peut donc appliquer le théoreme d’intégration terme a terme de Fubini et

affirmer N
too o X (—1)kk!
/ e ! sin(tr) dt = me%ﬂ
0 k=0 ’

k! 2%+1
dt < ————
2@+

pour tout = € R.

b) La fonction t — e~

sin(tx) est continue et intégrable sur R et

2

% (e_t2 Sin(tx))‘ Lte!

avec t — te~t intégrable sur R .

La fonction

+oo 5
fix— / e ! sin(tx) dt
0

est de classe C! et N
fl(x) = / te™"" cos(tz) dt
0

I’aide d’une intégration par parties

fla) =5~ 5ef(@)

et ainsi f est solution sur R de I’équation différentielle
2y +ay=1

De plus f vérifie la condition initiale f(0) = 0.
Si une somme de série entiere est solution de ’équation différentielle 2y’ + zy = 1
et vérifiant y(0) = 0, c’est, apres calculs, la fonction

g:x Jio (DR g2kt
' 2(2k +1)!

de rayon de convergence R = +o0.

Puisque f et g sont solutions sur R & ’équation différentielle linéaire 2y’ + zy = 1
vérifiant la condition initiale y(0) = 0 et puisque le théoréme de Cauchy assure
I'unicité d’une solution & un tel probléme, on peut identifier f et g.

Finalement
+oo
p2k+1

22k—|—1

OM

pour tout z € R.

Exercice 86 : [énoncé]
La fonction f est de classe C* sur un voisinage de 0 avec

1

I'e) = ise

f(x)

et
—x 1

72(1+x2)3/2f($)+72mf'($)

7'(z) =
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La fonction f est donc solution de ’équation différentielle

(1+22)y" () + o9/ (2) — o) =0

avec les conditions initiales y(0) = 1 et 3/(0) = 1/2.

Analyse :

Soit Y an,x™ une série entiere de rayon de convergence R > 0 dont la somme S est
solution de I’équation différentielle précédente. Pour tout x € |—R, R[, on a

+oo “+o0
S(z) = Z anz™, S'(z) = Znanxnfl
n=0 n=1

et
+o0 +o0
S"(x) = Z n(n —Da,z" 2 = Z (n+2)(n+ 1)ay 22"
n=2 n=0
La relation (1 + 22)S"(z) + 25'(x) — S(x)/4 = 0 donne
+oo
Y [n+2)(n+anz + (n* — 1/4)a,] 2" =0
n=0

Par unicité des coefficients d’'un développement en série entiere, on obtient la
relation

1(2n+1)(2n—1)

- a

4 n+2)(n+1) "

En adjoignant les conditions initiales S(0) =1 et S’(0) = 1/2, on parvient a

Lo EVP et ()P (dp— 1)
=T (2p))((2p— 1)) PPN T 2t (2p 4 1)1(2p — 1))

Synthese :
Considérons la série entiere déterminée au terme de I’analyse. Celle-ci se
comprend comme la somme de deux séries entiéres agpr” et > a2p+1x2p+1
chacune de rayon de convergence 1 car

2n+1)(2n -1
_atnea-1

dn+2)(n+1)
Cette série entiére est donc de rayon de convergence R > 1 et, compte tenu des
calculs de I'analyse, sa somme est solution de ’équation différentielle

Vn € N, apta = —

an+2
Qn

(142" (@) + 2/ () ~ Jy(a) = 0

Elle vérifie de plus les conditions initiales y(0) = 1 et y'(0) = 1/2. Puisque la
fonction f est aussi solution de ce probleme de Cauchy et que ce dernier possede
une solution unique, on peut identifier f et la somme de la série entiere.

Exercice 87 : [énoncé]

a) T — ﬁ est développable en série entiére sur |—1, 1] et par suite la primitive
x +— arcsin x 1'est aussi. Par produit de fonctions développable en série entiére sur
]-1,1], f Pest aussi.

b) f est dérivable sur |—1, 1] et

_ 1 T arcsin x
S l—a22  (1—22)3/2

f'(z)

donc
(1—a?)f/(2) - af(2) = 1

c¢) Puisque f est impaire, le développement en série entiére de f est de la forme

f(x) = +ZO:O a,z?"*t1. On a f'(z) = JFZOIO (2n + 1)a,z*" puis
n=0 n=0
+oo +o00 400
(1—22)f(z) —zf(z) = Z (2n + Va2 — Z (2n + 1)a,z*" 2 — Z apa®"t?
n=0 n=0 n=0
donc
+oo
(1-— xQ)f’(x) —xf(x) =ag+ Z (2n + 3)ans1 — (2n + 2)an)a:2"+2 -1
n=0

Par unicité des coefficients d’'un développement en série entiere

2n+2
= 1 t V S N, n = = n
ap € n Ap+1 o+ 3a
d’ou
22n(n!)2
ap = ———
(2n+1)!
Puisque pour z # 0
Ap 223 4(n +1)%a? L2
= x
apx?ntl (2n+3)(2n+2)

on obtient R = 1.

Exercice 88 : [énoncé]
a) La fonction f est définie sur |—1, 1].
b) On vérifie (1 — 22)f'(z) — 2 f(z) =1 et f(0) = 0.
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c) x> \/1%7 est développable en série entiére sur |—1, 1] et par suite la primitive
x +— arcsin x ’est aussi.

Par produit de fonctions développable en série entiere sur |—1,1[, f l’est aussi.
Puisque f est impaire, le développement en série entiere de f est de la forme

+oo
fl@)=> anz® !
n=0

+o0
Ona f'(z) = Y (2n+ 1)a,z*" puis
n=0

+o0 400 Foo
(1—2%)f(z) —zf(z) = Z (2n + 1)a,z*" — Z (2n + 1)a,z*" 2 — Z a2
n=0 n=0 n=0
donc
+oo
(1—a®)f'(x) — 2 f(x) = ao + Z (20 + 3)ans1 — (2n+ 2)a,)z?" 2 =1
n=0

Par unicité des coefficients d’un développement en série entiere

2n + 2
=letVne N, n = n
Qo (§] n Ap+1 o+ 3a
d’ou
B 22n(n|)2
" (2n+1)!
Puisque pour x # 0
Qp 22 t3 4(n+1)%22 L2
= :L'
apz?ntl (2n +3)(2n + 2)

on obtient R = 1.

Exercice 89 : [énoncé]

f admet un développement en série entiere en 0 par produit fonctions
développables en série entiere.

De plus son rayon de convergence vérifie R > 1.

On peut donc écrire

—+o0
fl@) = Zanwn sur |—1,1]
n=0

f est dérivable et f est solution de I’équation différentielle

(2= 1)y +ay—1=0

Or
—+o0
(@ =D f' () +zf(x)—1=—(ap + 1)+ Z (nan—1 — (n+ Dapsr) 2™
n=1
Par identification n
=—letV = ]-7 n = n—
aq (§ n Ap+1 ntl a 1
De plus ag = f(0) = 7/2 donc
(2p—1) 1 (2p)! = 2p 2 (2Pp!)?
= v x Zag = Z et = A _
a2p 2p X X 2@0 <2pp!) 9 € a2p+1 2p+ 1 3 1 <2p+ 1)'

Exercice 90 : [énoncé]
a) f est solution de ’équation

(1—2")y" —ay +a’y =0

b) f est solution de I’équation différentielle ci-dessus et vérifie les conditions
initiales y(0) =1 et y'(0) = 0.

Analyse : Soit Y a,x™ une série entieére de rayon de convergence R > 0 et de
somme S.

La fonction S vérifie sur |— R, R[ ’équation différentielle proposée et les conditions
initiales imposées si, et seulement si,

aozl,alz()et
2 2

n- —ow
)

v N n = T T ov a1\
mER = T T 1

On en déduit que

(4p? —a?)... (4 —a?)
(2p)!

Soit Y a,x™ la série entiére déterminée par les coeflicients précédemment
proposés.

Dans le cas ot o € 27, les (agp) sont nuls & partir d’'un certain rang, donc la série
entiére Y a,2™ a un rayon de convergence R = +o00.

Dans le cas ot a ¢ 2Z, pour z # 0 et u, = a,z*?, on a

A2p+1 = 0et Q2p =

Up+1

— |z
Up
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donc la série entiére Y a,z™ a un rayon de convergence R = 1.
Dans les deux cas, les calculs qui précedent assure que la fonction somme de cette
série entiere est solution de 1’équation différentielle

(1—2?)y —zy +a’y =0

vérifiant y(0) = 1 et y’(0) = 0. Par unicité des solutions & un tel probléme
différentiel, on peut conclure que f est égale a la somme des cette série entiere.

Exercice 91 : [énoncé]
Posons f : x — sh (arcsin x)
f vérifie I’équation différentielle

1=y —ay —y=0

avec les conditions initiales y(0) = 0 et y'(0) = 1.

Analyse :

Soit Y~ a,x™ une série entiere de rayon de convergence R > 0 et de somme S.

La fonction S vérifie sur |— R, R[I’équation différentielle proposée et les conditions
initiales imposées si, et seulement si,

2
+1
@ = 0,01 =1 et Vi € Nyaniz = (o san
Ceci donne P
IT (2p—1)%2+1)
azp =0 et agpy1 = =t
4 P (2p+ 1)!
Synthese :

Soit Y anx™ la série entiere déterminée par les coefficients précédemment
proposés.
Pour z # 0 et u, = agp12°PT1; on a

Up+1

)
Up

— |T

donc le rayon de convergence de la série entiere étudiée vaut 1. Par les calculs qui
précedent on peut alors affirmer que sa somme S est solution de I’équation
différentielle

Q-2 —ay —y=0

vérifiant les conditions initiales y(0) = 0 et 3'(0) = 1. Par unicité des solutions a
un tel probleme différentiel, on peut conclure que f est la somme des la série
entiére introduite sur |—1,1[.

Exercice 92 : [énoncé]
a) La fonction f est impaire car produit d’une fonction paire par la primitive
s’annulant en 0 d’une fonction paire.
b) f est solution de I’équation différentielle

y =ay+1
¢) La fonction ¢ — et’/2 ost développable en série entiere sur R, ces primitives le
sont donc aussi et, par produit de fonctions développable en série entiere, on peut

affirmer que f est développable en série entiére sur R . Par imparité, on peut
écrire ce développement

—+o00
F@) =3 ana
n=0
et I’équation différentielle donne
Yn € N* (2n+ 1)a, = an—1 et ag =1
On en déduit

2"n/!
(2n 4+ 1)!

Ay =

Exercice 93 : [énoncé]
a) Pour z € R, on sait par la série exponentielle

“+o0
—x? (71)71 2n
=

. 2 . o . 2
La fonction z — [ e'” dt est la primitive s’annulant en 0 de z ~— e donc par
intégration de série entiere

xT +oo
t2 1 2n+1
dt p— —
/0 ¢ 2 nlen+ 1)

n=0

Par produit de Cauchy de séries absolument convergente.

flz) =™ /x o dt = JFZOO i (—=1)n* e
0 = e (n— k)KI(2k + 1)

De plus f est solution de I’équation différentielle
F(@) + 20 f(z) = 1
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avec la condition initiale f(0) = 0.
+o00

En écrivant f(z) = Y. a,z™ (car on sait que f est développable en série entiére
n=0

sur R comme on I’a vu ci-dessus) et en injectant dans 1’équation différentielle on

obtient
+o00 +oo
Vr € R, <a1 + Z (n+ 1)a”+1x"> + (2 Z an_lx"> =1
n=1

n=1

Par unicité des coefficients d’un développement en série entiére, on obtient
ap=1etVn e N*, (n+ Dapt1 + 2a,-1 =0
Sachant ag = f(0) = 0, on parvient &

—2 (—1)"47n)

n:O t n =5 Q2n-1= 5\,
2 Ot = o 19T 20+ 1)

b) Par unicité des coefficients d’un développement en série entiere

= )k —1)"4"n)
Z _=D

2 ( 'k' 2% +1) (2n+1)!

Z": ( ) a2 4m
2k:+1 (2n+1)! 2
=1 @nr1) "
puis la relation voulue.

Exercice 94 : [énoncé]

a) Posons u(z,t) = e~t/(x + t) définie sur |—1, +oo[ x [1, +oo].

Pour chaque z > —1, t — u(z,t) est continue par morceaux sur [1, 400 et
t2u(x,t) = 0.

+o0
La fonction f est donc bien définie sur |—1, +o0].

Pour chaque ¢t > 1,  — u(x,t) est dérivable et

ou et

9: = T ree

La fonction g—“ est continue par morceaux en t, continue en x et pour tout a > —1

eft

(a+i? = @a(t)

(.0 € fa ool x 1,40l [ (2.0 <

avec @, : [1,+0o[ — RT continue par morceaux et intégrable par des arguments
analogues aux précédents.
On en déduit que f est de classe C! et

Par intégration par parties, on obtient

f@) = f@) =~

b) Analyse : Soit ) a,x™ une série entiére de rayon de convergence R > 0 solution
de 'équation différentielle précédente. Pour tout = € |—R, R[, on a

—+oo +oo

S ((n+ Dagar —a) e =Y (<) Heen

n=0 n=0

Par unicité des coefficients d'un développement en série entiere, on a
VneN,(n+ 1Dapir = an, + (=1)"Te™?!
Apres résolution de la relation de récurrence

nfl (n 1— k)k[

= 20 et
vn eN, a, = —| Z
k=0

Synthese : Soit Y a,z™ la série entiére déterminée par les coefficients précédents.

On a
|an| < lao| +e7" Z

La suite (a,) est bornée donc le rayon de convergence R de la série entiére est au
moins égal a 1 et, par les calculs qui précédent, on peut affirmer que la somme S
de la série entieére est solution de I’équation différentielle sur |—1,1[. En ajoutant
la condition initiale ag = f(0), on peut affirmer que f(x) = S(x) sur |—1,1[ par
unicité d’une solution a un probléeme de Cauchy pour une équation différentielle
linéaire d’ordre 1.

= |ag| + e~

Exercice 95 : [énoncé]
On a
1 2\ iz g —izy _ L (tiz | (—i)z | (—14iD)z | (—1—i)a
flx) = Z(e +e ") (e +e ):Z<e +e +e +e )
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donc pour tout x € R

+oo Y ) — " _ " —1—4)"
f(x)zz(l—i-z) +(1—1) +4£L!1+) + (1 )x"

n=0

Onal-+i=+2ei"/4 ete, donc

4

(144) " (1 =) (= 140) " (—1—i)" = 2V/2" (cos % + cos 37”) = 4v/2" cos (%T) cos (n—ﬂ)

Finalement N ( ) N
= 20cos (B) L.~ (—1)72%
@0 =2 = " = X g ™

Retrouvons ce résultat, en exploitant Péquation différentielle 34 + 4y = 0.

La fonction f est développable en série entiere sur R par produit de telles
fonctions. De plus, la fonction f est paire donc le développement en série entiere
de f est de la forme

p=0 q=0

—+o0
flx) = Z anx”
n=0
Par I’équation différentielle y(*) + 4y = 0, on obtient
m+49)n+3)(n+2)(n+1apta +4a, =0
Puisque ag = 1, a1 = a3 = 0 (par imparité) et a; = 0 (par calculs), on obtient

(—1)740
W et agqy1 = Agq42 = a4q43 =10

a4q =

ce qui conduit au développement précédent.

Exercice 96 : [énoncé]

1) a) (z,t) — t* sin(wt) est continue sur R x [0, 1] donc, par intégration sur un
segment, f est continue.

b) (z,t) = < (¢ sin(xt)) est continue sur R x [0, 1] donc par intégration sur un
segment, f est de classe C' avec

1
f(z) :/ wth cos(xt)dt
0
On en déduit

zf'(z)+ (k+1)f(z) = /0 % (t"sin(xt)) dt = sinz

c¢) Par analyse synthese, on obtient une seule fonction solution :

+oo n
N Z (=1) 2n+42
2 an+ DiEn T2+ k)

de rayon de convergence +oo.

2
Exercice 97 : [énoncé]

a) Soit v la somme d’une série entiére > a,z™ de rayon de convergence R > 0.
La fonction v est de classe C*™ sur |—R, R] et

+oo

' () +o(t) =D (n+1)ant"

n=0

Parallelement, sur R

3t% cos(t3/2) = f—(_l)n $3n+2
o8 ~ 2 2n)!

Par unicité des coefficients d’'un développement en série entiere, v est solution de
(E) sur |—R, R] si, et seulement si,

(=H" 1

@2n)! n+1

a3n = a3ng1 = 0 et agpqo =

Ainsi la fonction v est déterminée de maniére unique et de plus celle-ci existe
puisque le rayon de convergence de la série entiere définie par les a,, ci-dessus est
R = +o0.
b) (EF) est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 définie sur |0, +o0].
La solution générale homogene est y(t) = A\/t.
Par la méthode de la variation de la constante, on peut proposer la solution
particuliere
 2cos(t?/?) + 213/ sin(¢3/2)

t

y(t)

et finalement la solution générale

2 cos(£3/2) + 2t3/2 gin(3/2 A
) - 2 2 i)

Parmi les solutions, la seule pouvant étre prolongée par continuité en 0 , et donc
correspondre & v, est celle obtenue pour A = —2.
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Exercice 98 : [énoncé]
a) Notons D l'intervalle de convergence de cette série entiére.
Le rayon de convergence étant 1 on en déduit : |-1,1[ C D C [-1,1].

De plus ‘n(n 1)‘ ~ L donc f(1) et f( 1) existe. Ainsi D = [—1,1].

b) Sur |—1,1[, f est de classe C* e
+oo +o0
1 n n+1
f/(x)zz(n Z 2" =1In(1 + x)
n=2 n=1
Donc

/ln(l—l—x)dx:(1+x)ln(1—|—x)—x—|—C

Puisque f(0) = 0, on conclut

fl@)=014+2)In(14+2) —=
sur |—1, 1].
) (—1)" 1 1
veel-L1, n(n—l)xn San—1) " n?

donc la série de fonctions définissant f converge normalement sur [—1, 1] et par

suite f est continue.

f(1)= lim f(z)= lim (1+2z)In(1+2)—2z)=2In2-1
Tz—1- Tz—1-
et
f(=1)= lim f(z)= lim (14+2)m(l+z)—2z)=1
z——1t z——1*
Exercice 99 : [énoncé]
Pour = # 0,
n o™t on-—1
—0
(n+ 1) an n!
donc R = +o0.
Pour x € R,
S D
= _— — = (x —
— nl — (n—1)! L

Exercice 100 : [énoncé]
Clairement R = +00.

Z (n+ 1)(n—2)

n!

n=0 n=0
donc ( \( )
n+1)(n—2) T ", -
> ol r _Z(n_ ) ol (@% = 2)e
n=>0 n>2 n=0

Exercice 101 : [énoncé]
Pour z # 0,

-1 n+2 1 2n+3

(=1) (n+1)x - |x2‘

(71)n+1n x2n+1
donc R = 1.
Pour z € |-1,1]
+o0
flz) = => (-
n=0
donc
T =3
zf'(z) = = —1)"na™
1) =~ = 2 (1
puis
“+o0

n=0

Exercice 102 : [énoncé]

22+l
3n+2°

Pour = # 0, posons u,, =

Z (71)n+1nz2n+1 — X z?
1+ 222

) e f;y

Untl 5 22 donc R = 1.

Un

La fonction somme S est impaire, on se limite alors a x > 0.

Vas(a®?) =

or

+oo 23n+2

x 0o
/ Zt?erl dt = /

1T 3n42

xT
Z 3n + 2
n=0

dt

_ 13
n=0 1-t¢
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t

2/3
donc S(z) = 14% fox 1= dt et il ne reste plus qu'a décomposer en éléments

simples etc.

b @t 1 .
T 6xis s 228 11 x4/3\/3 arctatt

S(x)

Exercice 103 : [énoncd]
Pour z # 0, posons

2n
x

= 0

"2n+1 7
Puisque

U

n+1 N ‘ll?|2

Un

on obtient R = 1.
Sachant

d [T g+t too . 1
— — | = T =
dx <Z 2n+1 Z 1— 22
n=0 n=0
on obtient par intégration de développement en série entiere

2 M1 =2

IR g2nhl _/x dt 1. 14z
—om+l o 112
puis, pour x # 0,
R 1 1+z
> L
2n+1 2z 11—z

Pour x = 0, la somme vaut 1.

Exercice 104 : [énoncé]
Par la regle de d’Alembert, on obtient R = 1.

Posons N
= (1)
S@=> 5, 1
n=0
On a

xS(2?) = arctan z

On en déduit

t
S(x):wpourx>0

T

222/3 41

Sachant

+o0 —+oo

i § x2’ﬂ+1 — § x2n _ 1
dx 2n +1 1— 22
n=0 n=0

on obtient par intégration de développement en série entiere

-2 2 '1-2

IR p2ntt _/x dt 1. 142
0

o 2n+1

On en déduit
IX gt 1 14x

— 2 — — —
v§(=a’) Zegntl 2 1-a
donc
1 14++—z
S(x) = 1 ixr <0
(z) W no— W six
Enfin, pour z =0, S(0) = 1.
Exercice 105 : [énoncé]
Clairement R = 1.
Posons
too x2n
S = —
(2) nz::() in? — 1

Par décomposition en éléments simples

11 1 1
4n2—-1 2\2n—1 2n+1

Sachant

d <+°° 22n+1

00 . 1
dz ;2n+1>:7§)x2 T2

on obtient par intégration de développement en série entiere

- 214

I g2t 7/“" a1 1+x
On en déduit

1 too 2n 1 2n 1 2

+oo
X X xr~ —
S(x)_§z2n—1_§;2n+l__§+ iz

n=0

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement -

dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 30 avril 2015

Corrections

55

Exercice 106 : [énoncé]

a) Par convergence dominée par la fonction ¢ : t — 1, on obtient a,, — 0.

b) On a
1
n+1

w/4
Ap + Apyo = / (tant)’ (tant)™ dt =
0

¢) Par monotonie a,, + apt2 < 2a, < an + ap—2. On en déduit a,, ~ % puis

Le rayon de convergence de la série entiére Y a,z™ est donc égale a 1.

Pour x =1, > u,(x) converge si, et seulement si,a > 0.
Pour . = —1, > uy, () diverge grossiérement si o < —1.

—a+Z L% (ar + aky2) + o(1)

Pour a >

k=1

Or Z na(n +1) converge par apphcatlon de critére spécial des séries alternées (car

ne oo (n+l)

d) Puisque a,, + apt2 = on a

1
n+1?
JF

Sy n n In(1—2x)
E Ap422" +apr” = ———

On en déduit

puis

In2
_—xln(l—2)+ 7 +a75°
x2+1

Exercice 107 : [énoncé]

a) On a

SRS

1 n—1 1 1n—1
lan| = */tH téj/ det§

donc R>1

1! = 1
nl 2 — t(l1—1t k—=1)dt > ————
il n!/o (=0 ]tk =mar> e,

donc R < 1. Finalement R = 1.

décroit vers 0 pour n assez grand) donc > u, (x)converge.

b) Soit z € |-1,1].

+oo +oo 1 1 n—1
:Zanx":Z/ —'H(t—k)xndt
n=0 n=0’0 ™ ;2

or par convergence uniforme de la suite de fonctions de la variable ¢ sur [0, 1]
(convergence uniforme obtenue par convergence normale grace & || < 1) on peut

permuter somme et intégrale.

1 +oo n—1
0= [ e
n=0

Exercice 108 : [énoncé]

ndt:/ol(lﬂ)tdt: {(Hx)fr: x

In(1+2)],., In(l+x)

a) Posons a,, = n!
b) On sait que

1x3x--x(2n+1)

#£0. 2l = bl 1 R=2,

2n+3

2™n!

/2
/ sin?" T (¢t)dt =
0 1x3x---x(2n+1)

donc

+oo
D> ana
n=0

Par convergence uniforme,

Z / 02"t (4)dt

—xsin“t

+oo T/2 .n w/2 +0 w/2 .

L . ont1 _ ' ony1 _ 2sint

— t)dt = E — t)dt = ——dt
nz_:o/o 2n S () s/O 2” sl () /0 2 in2

Ainsi

puis
si x > 0 alors

+oo
E ana:

n=0
Six < 0 alors

—+oo
E ana:

n=0

n=0

n /2 sint ! du
5 e - e [
— o (2—z)+xcos?t o 2—2z)+zu

arctan

\/7755

——————argth

\/_
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Exercice 109 : [énoncé] D’une part

a? Puisque lawsuite (n(_l)") ne tend pas vers 0, la série numérique Za?(._l)nx” R | 241 _ ot

diverge grossierement pour x = 1 et donc le rayon de convergence R vérifie R < 1. Z W+l 1" = argth(x)
p=0

D’autre part ’n(_l)n| < n et 'on sait (ou on le vérifie rapidement) que le rayon de

convergence de la série entiere Y na™ vaut 1. Par comparaison, on obtient R > 1
puis R =1.

b) Puisque la série entiére diverge grossierement en z = 1 et en x = —1, le domaine

de définition de la somme est |—1, 1[. Pour « € ]—1, 1[, un argument d’absolue
convergence assure que ’on peut séparer la somme en deux selon la parité de n.

“+o0 +oo +o0 1

-n",n _ 2p 2p+1
g n " = g 2px°P + E 721)_’_ 1:5
n=0 p=1 p=0

Puisque
+oo
Zpyp‘1=d< ! >= —
= dy\1-y/ (1-y)
on a
+oo 2
2x
P = —
S 2
De plus
+0o0 1
2p+1 _
Z —= = argthz
=0 2p+1
donc

< 222

§ (=" n
n = s + argthx
~ (1—22)

Exercice 110 : [énoncé]
Posons
n",.n

Un(z) =nV "2

Pour z € [0, 1], on a u,(x) — 0 et pour = %1, (u,(x)) ne tend pas vers 0.

Le rayon de convergence de cette série entiere vaut donc R =1 et U'intervalle de
convergence est |—1,1].

Pour z € |1, 1], on peut décomposer la somme en deux

+o00 400 400 1

_ 2p 2p+1
> un() = (2p)7* + ) it
n=0 p=0 p=0

et d’autre part

—+o0 2
d 1 2x
R =
Z(Qp):z: xdx (1—:132) (1 —22)2

p=0

Exercice 111 : [énoncé]

Les séries entieres définissant Sy, S7 et So sont de rayons de convergence R = +oc.

Pour z € C, on a

+oo

So(x) + 51(2) + Sa(a) = > % = exp(z)

On a aussi

So(@) + 51 (2) + j2Sa(x) = Y - = exp(ja)
n=0 !
et
.2 R (P
So(@) + 5> S1(x) + jSa(z) =) p

n=0

En sommant ces trois relations, on obtient

So(z) = 1+

= 3 (exp(2) + exp(jz) + exp(j*2))

Exercice 112 : [énoncé]
a) Par produit de Cauchy de séries absolument convergentes, pour
|z] < min(R, R’), > cpz™ est absolument convergente et

+oo —+oo —+oo
E cpr”t = E apz" E b,z"
n=0 n=0 n=0

Ainsi le rayon de convergence R” de Y ¢, z™ vérifie R” > min(R, R’).

En revanche, on ne peut facilement rien dire de plus de fagon générale. Par
exemple 1 — z et ﬁ se développent en série entiére de rayons de convergence
400 et 1 et leur produit de Cauchy est de rayon de convergence +oo. ..

b) Puisque 1+ 3 + -+ L ~ Inn, on obtient facilement R = 1.
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Si I'on pose aj, = 1 pour k > 1 et by = 1 pour k > 0 alors Size]-2,0],
4 x
n n =
1 f(x) — argth —
SIS 3 o
k=1 k=1 Siz=0, f(z) =

Par suite, pour |z| < 1,

n=1

Exercice 113 : [énoncé]
Par la reégle de d’Alembert, R = 1/e.

Sur [—1/e,1/¢],
+§ shn. 1 ©= (ex)” = (x/e)™
— n(n+1) 2\ nn+1) “—nln+l1)
Or sur |—1,1],
+o0 y" +oo y 400 Y 1
- = —In(1—y)+~(In(1 —
;n(n+1) 2Tl T Aoy -y +y)

Cette identité pouvant étre prolongée en —1 et en 1 par continuité.
Cela permet alors d’expliciter la somme cherchée.

Exercice 114 : [énoncé]
Par intégration par parties successives

_ ' N1 _ £\ A+ — (n')2
an—/o (1 —t) dt_7(2n+1)!

—>ionaR:4.

. a
Puisque |=2+t
an

Pour |z| < 4, par convergence normale
1 1
dt dt
f(z) :/ 1-11 :/ 2

4
f(z) = m arctan i

Siz €]0,4],

I e EE W SR

Exercice 115 : [énoncé]
a) Par convergence dominée par la fonction ¢ : t — 1, on obtient a,, — 0.
b) On a
1
n+1

/4
ap + Qpyo = / (tant)'(tant)™ dt =
0
¢) Par monotonie a,, + ant2 < 2a, < apn + ap—2. On en déduit

1

Ay ~ —
2n

Le rayon de convergence de la série entiére Y a,x™ est donc égale a 1.

Pour z =1, Y a, diverge en vertu de I’équivalent précédent et par comparaison
de séries a termes positifs.

Pour z = —1, ) (—1)"a, en vertu du critére spécial des séries alternées, la suite
(an) étant notamment décroissante.

Ainsi la fonction f est définie sur [—1,1].

d) Puisque ap, + apqo = n%rl, on a
+oo
Z (antoz™ ™ + apa™tt) = Z — =-In(1-2)
n=0
pour z € [—1,1[. Or
400 1
Z (ant22™ ™ + anz™tt) = = (f(z) — ap — a12) + 2 f(2)

X
n=0

donc

flx) = %H (Z + thQ:C—xln(l —gc))

pour x # 0 et aussi pour z = 0 par continuité.
On peut aussi procéder a une permutation somme intégrale pour parvenir a

/4 dt
/0 1—xztant
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Exercice 116 : [énoncé]

a) Comme la suite (a,) est bornée, on peut écrire a,2™ = O(2™). Or la série > z"
converge absolument pour |z| < 1 et donc, par comparaison, la série Y a,x"est
absolument convergente.

Puisque cos(nf) = Re (%), on peut écrire

S et e (3 ')

n=0

Par sommation géométrique (possible puisque |xei9{ <1)

o0 1
Zana:" = Re (1 — xew) T2
n=0

b) La convergence de la série étudiée n’est pas immédiate. Exprimons ses sommes

partielles
a cos(n
Y f/ Zcosna Janda
n

n=0
Par le calcul au dessus, on peut écrire

no) b1 —zcosh =
=] —— (nf)x" d
/0 x2—2xcost9+1 / Z cos(nf)z" dz

n=0 n+1 n=N+1

Puisque |Re(z)] <

1 —xcosb
—2xcosf +1

|z|, on peut écrire

—+oo
Z cos(nf)x

n=N+1

§ ezn@ n

n=N+1

ce qui donne par un calcul analogue au précédent

= N+1 N+1 N
Z cos(nf)a™| < il = < x = :r
n=N+1 |1 —xe®| = [Im(ze')|  [sin0)|
Par conséquent
+oo l-N .
cos(nf)z"dzx| < dz < : 0
/ n zN:-H / |sin 6 (N +1)|siné

On en déduit que la série ) = COS("G)

fcos(n@) /1 1—xcosb da
— on+l ~ Jo ®—2xcosf+1

converge et

c¢) On décompose 'intégrale étudiée en deux intégrales directement calculables

2x — 2cosf

1 1—xcos6 .9 1 dx cos® [*
dx = sin“ 0 S
o 1—2xcosf + z2 o (r—cos@)2+sin*0 2 J; 22 —2zcosf+1

et I’on obtient

L 1 —xcosl . z—cosflt cosd
dx = sinf |arctan - —
o 1—2xcosf+ a2 sinf |, 2

On simplifie en exploitant

[In («? — 2z cos6 + 1)],

arctan (— c9s€) = arctan (tan(f — 7/2)) = 0 — 7 /2

sin 6
1—cosd 2sin?6/2 0
arctan| ———— | = arctan —M = —
sin @ 2sinf/2cosf/2 2

et
In (2 —2cos6) = In (4sin 6/2)

On obtient au final

= n+1 2

+oo
Z cos(nd) I i sin@ — cosf1In <2 sin Z)

Exercice 117 : [énoncé]
Posons b, = 73, ona by =1 et

(n+ 1 n+1 —

an kb

Notons S la somme de la série entiére Y b,z" et posons R son rayon de
convergence.

Par récurrence, on peut affirmer |b,| < 1 et donc R > 0.

Sur |—R, R[, la relation précédente donne a

§'(z) = ()
Apreés résolution, sachant que S(0) = 1, on obtient
1
S(x) = T2

d’ou l'on tire a,, = n!.
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Exercice 118 : [énoncé] Par identification des coefficients de séries entiéres de sommes égales sur |—1, 1],
a) Pour |z| < 1, on obtient
= 5 Vn € Na Up43 = Up+42 T Upt1 — Up
1 _ 2 E E =" s 1z s N . s
l-z1l-2 — = Ceci détermine alors entiérement la suite (u,) moyennant la connaissance des

coeflicients wug, u1, us.

Par produit de Cauchy de séries absolument convergentes, Pour exprimer u,,, il ne reste plus qu’a former le développement en série entiere de

f-
L N (-2 5 =
(1 —x)( 1—332 Z —21——21—Zanx
(I—-2)1—2a?) (1—2)(1—2a?) o
avec
x?
a, = Card {(k, ) e N?/k + 20 =n} = |n/2| + 1 1—3;2 Zx%“ i Zan
b) Analyse :

Introduisons la série entiere > u,z" de somme S et de rayon de convergence R. On en déduit que pour n > 3,

Pour tout n € N,

Up = —UAp—3 + UIER + U201
n+3 _ n+3 n+3 _ n+3
Unt3%T " = Ung 28700+ Unt1® Un avec £, = 1 si n est impair et 0 sinon.
En sommant, on obtient pour |z| < R,
S(z) = (uo + wiz + upz?) = z (S(x) — ug — wz) + 2 (S(z) — uo) — 2°S(x) Exercice 119 : [énoncé]
a) Si la série entiere S est de rayon de convergence R > 0, alors pour tout
On en déduit z€]-R,R[ona
S(z) = (1—x—2?) n T x? +00 +o0 n
“ _uo(l—x)(l—mQ) U2 u2(1—x)(1—x2) S(z) =ao+zan+1x"+1 =1+xzzakan_kw”
n=0 n=0 k=0
Synthese : Considérons la fonction ) . .
Par produit de Cauchy de séries absolument convergentes, on obtient
(1—2—22) 2

uzm S(z) =1+ xS8%*(x)

f est une fonction rationnelle donc 0 n’est pas poéle, elle est développable en série b) Pour 2 # 0, on obtient, aprés résolution

entiere sur |—1,1][.
y 1+£y1—-4
Puisque cette fonction vérifie la relation S(x) = 2733 pour z < 1/4
x
f(@) = (uo +uiz +upa?) = x (f(x) — uo —wiz) +a* (f(x) — uo) — 2° f(x) Posons £(z) tel que

1+e(x)v1 -4z

les coefficients u,, de son développement en séries entieres vérifient S(x) = #

+o00 +00 On a
_ n+3 _ _ n+3 2zS(x) —1
Vo € ]-1,1], Up 3T (Unt2 + Upy1 — Up)T e(z) =

n=0 V 1—4x
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La fonction € est continue sur |—R,0[U]0, min(R, 1/4)[ et ne prend que les valeurs

—1 ou 1. On en déduit que cette fonction € est constante et puisque S converge

quand z — 07/~ on peut affirmer que ¢ est constante égale & —1 car négative au

voisinage de 0.

Finalement

1—v1—4x
2z

¢) Aprés développement en série entiére de /1 — 4z, on obtient

+oo
\/ —4x Z b D

S(z) = et S(0) =1

avec

et R=1/4.
Puisque la fonction
1—+v1—4x

T:2+—~
v 2z

vérifie équation T2 (x) = T(x) — 1, la reprise des calculs précédents (sachant
R > 0) assure que les coefficients b,, vérifient

bo =1,Yn € N,byy1 = anfkbk
k=0

On en déduit a,, = b,, pour tout n € N car les conditions qui précedent
déterminent une suite de fagon unique.

d) Par la formule de Stirling
22n

Jrn?

Ay ~

Exercice 120 : [énoncé]
a)
n
N(n,p) = D(n —p)
p
b) D(n) < n! donc Dyg;l) < 1 qui implique R > 1

Corrections 60
Ona > N(n,p) =n!donc Z ,(n o D(n —p) =1 d’on par produit de Cauchy
p=0
e*f(z) = 1= puis
e—x

n=0 k=0
donc i
~ (-1)
—nl
D=y Ll
k=0
puis
n! «= (—1)k
Nnp) =13 Y
k=0 ’
d) Finalement
1
EN(TL,]?) nﬁ\Jroo} pTe

Exercice 121 : [énoncé]
a) Une involution de {1,...,n} peut fixer ’élément n ou non.
Il y a exactement I,,_; involutions de {1,...,n} fixant n.
Si une involution ne fixe pas n, elle ’échange avec un autre élément a de
{1,...,n—1}. Il y a n — 1 valeurs possibles pour a, I'involution alors obtenue
envoyant n sur a et a sur n réalise aussi par restriction une involution sur
{1,...,n}\{a,n} : il y en a exactement (n — 1)I,_s.
Au final, on obtient

In =1p-1+ (7’L - 1)In—2
b) Une involution est bijective et il y a exactement n! permutations de {1,...,n}.
On a donc I,, < nl.
Puisque I,,/n! = O(1), le rayon de convergence de la série entiére est supérieur & 1.
c¢) Par décalage d’indice

(14 2)S(x)

=3 In = In—l

n=0 n=1

En combinant les deux sommes

nInln

(1+2)S

f1+z
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En vertu de la relation obtenue précédemment

I’n+1 n __ Q!
R =S5'(z)

+oo
1+2)S@) =1+

n=1

d) La résolution de cette équation différentielle linéaire, sachant S(0) = 1, donne

S(z) = evtie

Or
—+o0 +oo
:L’+l12 z, Lz? xn $2n
e =ee :ZilZQnI
n: n:
n=0 n=0

puis, par produit de Cauchy

p 4
(2k)! [ 2p @2k)! [2p+1
Ly = > S op | € T2re1 = > S 2%

k=0

Exercice 122 : [énoncé]
a) Pour tout z € R,
+oo (_1)nx2n+l

sinx = E

|
o (2n+1)!
donc
sinx = (—1)a?m
r = (2n +1)!
pour = # 0. Or

est définie et de classe C*° sur R, cela permet de conclure.
b) Un raisonnement semblable, permet d’établir que = — egﬂ—_l se prolonge en 0 en
une fonction de classe C*° ne s’annulant pas. Par opération, le prolongement

continue de x — 2L — ST ef_ 7 est de classe C*°.

e —1 x

Exercice 123 : [énoncé]
a) Pour t # 0, on peut écrire

cost

cost —1 1
7+7

t t

Posons alors

cost —1
t) = ———
g(t) ;
La fonction g est continue sur R* et se prolonge par continuité en 0 en posant

9(0) = 0.
On a alors pour tout x £ 0

flx) = /Mg(t) dt+In2=G(2z) — G(z) +1n2

avec (G une primitive de g sur R.
On en déduit

et on peut donc prolonger f par continuité en 0 en posant f(0) = In 2.
b) Pour ¢ # 0 et aussi pour t =0 on a

+oo
(_1)71 2n—1
g(t) = Tt
— (2n)!
On peut alors poser
+o00o 2
—1)" n
Gla) = ("=

=1n2 2n
/(@) + ; en)! 2n
pour tout z € R.
Exercice 124 : [énoncé]
Pour tout ¢ € [0, 1] on sait
1 X
_ - = ( 1)7Ltn
1+ n=0
donc aussi
1 X
— 1 'I’Lt"la
!

Soit F' une primitive de la fonction continue t — H% sur [0, 1].
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Sur car il y a convergence normale de la série de fonctions sur [0, 7/2].
= (—1)ngnatt On connait l'intégrale de Wallis

[O,l[,F(t):ZTHJrF(O)

n=0 w/2 oni (2nn|)
Or F est continue sur [0,1] et la série de fonctions convergence uniformément sur sin (t)dt = m
[0,1]. 0 '
Par passage a la limite en 1, et on obtient donc
3 >
(=" =
F(1) = F(0
()= =7 +F0O) 22k 12 8
Par suite N Or s 1
1 9]
“ oy IEE P
=F(1)—-F(0) = 2
[ v = - ro =3 0 R DYy Doy
On en déduit donc
= = In — R
=+l o 1+t 4k: k2 2k:+1
et i
00 puis
- 27 4 — =
—an+1 o 1+t 4 26
k=1
Exercice 125 : [énoncé]
a) En intégrant le développement en série entiére de sa dérivée, on obtient Exercice 126 : [énoncé]

a) Par télescopage

@1 (@)
arcsinx = Z g2l
—2n+1 (27n!)?

avec un rayon de convergence R = 1.

n=1 n=1
Par la formule de Stirling
1 () ( 1 ) Or N
2n+1(27n!)2 3/2 — =N 1
n+1(27n!) n nz_:l ~ = +v+o0(1)
ce qui assure la convergence normale de la série de fonctions sur [—1,1]. -
b) D’une part donc
/2 w/2 2 N 1
arcsin(sin(¢)) dt = tdt = — Z [ —In (1 + )} -
0 0 8 a1 L "

D’autre part, en intégrant terme a terme b) Puisque

/2 01 o /2 1 1\ X (-1k1
/0 arcsin(sin(t)) dt = ) %H(;Z?)g/o sin®" 1 (¢) dt ~—In (1 + n) 3! k) —
n=0 : 2
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on obtient
+o00 +00 (—1D)F 1 Ji:oo +00 +oo
77n=1k:2 koonb k=2 n=2 k=2
or
=X X1 A X1
kZMZQ kzﬂé - K1) -

donc on peut appliquer le théoréme d’échange de Fubini et affirmer

+oo+oo too too Nk T 4\k
ey EE Ly Bl w -
n=2 k=2 k=2n=2 k=2
et enfin
+oo o Nk +oo 4Nk too ok
1= EE ey E e - =3 Sl
k=2 k=2 k=2

Exercice 127 : [énoncé]
Soit

somme de série entiére définie sur |—1,1].

1—23

400 z
S/(JJ) _ Z x3n+1 —
n=0

donc
+oo 1

vas (L 7% UYB
8 (—=) =0 S
Y- 5() =0

ce qui donne un résultat assez monstrueux :

9(1/3)(— :1)) \/?:arctan((g 3(2/3)+3

fourni par Maple.

Exercice 128 : [énoncé]
On a

In(1+ z) _ Ji (—1)nlgn—t

T n
n=1

avec une convergence uniforme sur [0, 1] par majoration du reste d’une série
vérifiant le critere spécial.
On a alors

1 1—|— n 1pn—1 oo (_l)n—l

n=1
On peut montrer que cette vaut 72/12 si 'on sait

+001

2.

n=1

Exercice 129 : [énoncé]
Pour tout z € [0,1], on a

n2n

+oo
arctan _ Z
2n +1

(en considérant que la valeur du premier membre en 0 est 1, valeur du
prolongement par continuité).

Il y a convergence uniforme de la série en second membre sur [0, 1] par majoration
du reste d’une série satisfaisant le critére spécial. Puisque les fonctions sommées
sont continues

/ arctanx f/ yrgn x_f (="
o o+l — (2n+1)?

On ne sait pas exprimer cette valeur a l'aide des constantes usuelles, on 'appelle
nombre de Catalan.

1 1 1 1
Z Z (1/3) 1. 3(2/3)y_ = 15(—3(2/3) i
) \/3)—'—6 ln(3)—'—6 In(3+3 3 ) 3 In(=3 +3)§Xﬁ‘é{§g530 : [énoncé]

On a
400 (_1)n1.2n+1

arctanx = -
';) 2n+1
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avec convergence uniforme sur [0, 1] par majoration du reste d’une série vérifiant Exercice 132 : [énoncé]
le critére spécial. On peut donc intégrer terme a terme a) Par le changement de variable s = ¢"*1, on obtient
+oo n 2n+1 +o0 (71)71 n 1
arctanxz dz = = _ 1/(n+1)y q
/0 Z/ 2n—|—1 Z(2n+1)(2n+2) tn n+1/0f(5 ) ds
n=0
Par intégration par parties, Posons alors f,(s) = f(s'/ (1),
1 o 1n2 Les fonctions f,, sont continues par morceaux et convergent simplement sur |0, 1]
/ arctan z dz = 1 3 vers la fonction constante égale & f(1) elle-méme continue par morceaux. On a de
0

plus la domination

| fn(s)] < max |f(?)]
. , . te[0,1]
Exercice 131 : [énoncé]

On a Par convergence dominée, on a donc

i@ k 1ok 1

n(1+ u)

s “:I;?/Ofmsf()
avec convergence normale sur [~ |z|, [[] donc b) On réalise le changement de variable s = ¢™ et on obtient

too k 1.k qin2k

o (=) ta"sin*" ¢ 1
(L +zsin”t) = Z k Uy = / In(1 + S)f(sl/n)s_% ds

k=1 0
avec convergence normale sur [0,7/2]. Posons alors g, la fonction définie par I'intégrande, on peut & nouveau appliquer
Par suite ) oo le théoréme de convergence dominée sachant

/”/ In(1 + xsin?t) Z 1)k—1g2k
) Tk In(1+ s) In(1+ s)
o = (5) £ et lgn() < 2D 5
n—+oo S S
avec 12 '
s 2 | 3 .
I, = / sin2" ¢ dt — (;nn?)Qg et I'on obtient ) (1 4 )
0 n. Un —)f(l)/ ——2ds
puis n—-+o00 0 s
/Tr/2 In(1 + zsin®¢) dar f (-D)F 122k (2k-2)! 7« Pour calculer l'intégrale, il suffit ensuite d’écrire
) = k—1 29
sin“ ¢ k 2 E—1)H22
: 2 D mas ot

Or s > n_

n=1

g (1)

et de procéder a une intégration terme a terme sachant la sommabilité de

avec (=1t 1
172\ (“1)F1(2k - 2)! / EDT 1) gs = &
k) 2R TR((k— 1)1)2 ol 7 "
don On obtient ) N
™2 In(1 + zsin?t) / In(1 + s) ~(=H~t
_ PF s =3 T
[ e/ s YT e o
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Exercice 133 : [énoncé] Puisque
Par développement en série entiere / Foo et 4t — ]
1 +oo (_1)k—1 . ’
/ In(1+¢")dt = / Z Tt"k dt on obtient
0 [0,

i

Pour n > 1, il y a convergence de la série des intégrales des valeurs absolues donc
on peut donc intégrer terme a terme par le théoreme de Fubini

too ( l)kfl

0
On a alors
_ +oo k: 1 +oo (_1)k
E:knk+1 E% :Z;k%nk+m
avec
P
nk+ < Pt k2
donc
+oo( 1)k: 1
/ In(1+ ") dt —
0 k=1
avec
+°° kfl 2
ST
k=1
car on sait

-
k=1k 6

Exercice 134 : [énoncd]
g est la somme d’une série entiere de rayon de convergence R = 400, c¢’est donc
une fonction de classe C*° et h l’est aussi par produit.

“+oo
= > fal(t) avec

n=0
B (_1)ntneft
I =z

pour tout ¢ € [0, +oo|
Les fonctions f, sont continues par morceaux sont intégrables sur R*.

= o
0 " 722’””'

et donc la série Y f[o oo | fr| converge.

i n Vi i Vi i X
Puisque converge simplement sur RT vers h continue par morceaux, on peut

par théoréme affirmer que h est intégrable sur R et

oo ~— [t S VA
i h(t)dt =) i fatydt =>" Sm = ©
n=0 n=0 .

Exercice 135 : [énoncé]
a) En posant Y = X — 1,

1 1
X+D)m(X —1)"  Y*(Y +2)m

Pour Y € ]—1/2,1/2],

1 1 1 1 —m(—m—1)...(—
_ T ( )

(Y +2)m 27 (145" 2m

2

Apres simplifications
+
1 :f (-DF (m+k—1 vk
(Y + 2)m pors om+k k

On en déduit que la partie polaire relative au pole 1 est

ao no1 _ G0 oo
x—1)r Tt x 1 Ty Y

(-1)F [m+Ek—-1
k. = om-+k k

De méme, en posant Z = X + 1, la partie polaire relative au pdle —1 est

avec

b by b bm—
A&ﬁﬁﬁ+m+ L_bo o e

X+1 zm 7
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avec

()™ (n+k-1
b, =
on+k k
Enfin, puisque de partie entiére nulle, la fraction rationnelle étudiée est la somme

des deux parties polaires proposées.
b) En réduisant chaque partie polaire au méme dénominateur, on obtient

n—1

, S ap(X—DF S (X 4 1)k
_ k=0 + k=0
X+ )" (X —1)" X -1 X+

Par conséquent, on posant

Zak etV Zka-i-l

la poursuite de la réduction au méme dénominateur du calcul précédent donne

(X +1)™U(X) + (X - 1)"V(X) =1

Exercice 136 : [énoncé]
a) Soit r € ]0, R[. La série numérique Y a,r™ est absolument convergente. Pour
tout z € C,

an, 1 /z2\n
— 2" =apr"— <7) = o (a,r"™)
n! \r

car par croissance comparee

1 72\m
—(-) ——0
n! n—+o0o

Par comparaison de séries absolument convergentes, on peut affirmer que la série

numérique Y a,z"est absolument convergente pour tout z € C.
Le rayon de convergence de la série entiere étudiée est +oo.

b) On a
+oo
t e—:ct — n —xt - avec f, t) = tn —xt
1) ;%n. ;%f falt) =2

La série de fonctions Y f,, converge simplement sur [0, +oo].
Les fonctions f,, et la fonction ¢ — f(t)e™®* sont continues par morceaux sur
[0, 400

Les fonctions f,, sont intégrables sur [0, +-00[ car t2 f,,(t) P 0 et
— 400

—+o0 |an| —+o0
[ imrae=" [ et
0 nJo

Par intégration par parties généralisées successives

—+oo
pro-atqp —
0 - :L.nJrl

+oo jau]
| e = S

Si z > 1/R alors la série Y |a,|/z" "1 est convergente et, par le théoréme de
Fubini, on peut affirmer que la fonction t — f(t)e~%* est intégrable et

+oo . R
—z o n
/0 fe ™™ dt = E o)

n=0

et donc

Exercice 137 : [énoncé]
a) On a

Sn(2)? =1 -2 = Sn(2)* - S(2)* = Ry(2)(S(2) + S (2))

C’est donc une série entiere dont le premier terme non nul est au moins un x
D’autre part (Sy(z))? — 1 — x est un polynome.
b) Pour N tel que AN =0, (Sy(A))2 —1— A= 0,, donc B = Sy(A) convient.

N+1

Exercice 138 : [énoncé]
Pour |z| < 1, on a le développement en série entiere

> /7
1+x)*= Z <n> z"
n=0

On peut écrire
(1+2)*™ =1 +2)%(1+2)°

Par produit de Cauchy de développements en série entiere

205
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Par unicité des coefficients d'un développement en série entiére, on obtient en
étudiant le coefficient d’indice n

)05 -0)
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