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Enoncés

Séries numériques

Nature de séries numériques

Exercice 1 [01020] [correction]

Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants :

_n ch(n)
8) n = n?+1 b) un = ch(2n)
1 1 1\"
c) u, = — d)u, =e—[1+ —
) vnZ -1 Vn?2+1 ) ( n)

Exercice 2 [02353] [correction]

Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants :

a)un:< r ) b)un:; ¢) Uy = 1

n+1 ncos?n (Inn)inn

Exercice 3 [03195] [correction]
Déterminer la nature de la série de terme général

1
1\
Up = | —
n
Exercice 4 [01021] [correction]
Déterminer la nature de la série de terme général

" 1/n sin est un carré
"7 1 1/n? sinon

Exercice 5 [02789] [correction]
Nature de la série de terme général
e (1+3)"
n3/2 _ LnS/QJ +n

Exercice 6 [02432] [correction]

. . 1
a) Etudier > uy, ot u, = [ ﬁ

. N 1 "
b) Etudier Y v, ot v, = [, ﬁ

Exercice 7 [03881] [correction]
Pour a > 0, étudier la convergence de

e

>
S i

n=1

Exercice 8 [02376] [correction]
Soit (uy,) une suite de réels strictement positifs vérifiant

1
Unil —1a+0(2) avec o € R
U, n n
a) Pour quelles valeurs de « la série Y u,, converge?

b) Pour quelles valeurs de « la série > (—1)™u,, converge ?

Exercice 9 [01029] [correction]

[Regle de Raabe-Duhamel]

Soient (uy) et (vy,) deux suites de réels strictement positifs.
a) On suppose qu’a partir d'un certain rang

Up41 Un+41
<
Un, Un

Montrer que u, = O(vy).
b) On suppose que

1
u"“:l—a—i—o() avec a > 1
Up n n

Montrer, & ’aide d’une comparaison avec une série de Riemann, que la série Y u,

converge.
¢) On suppose cette fois-ci que

1
Unt —1a+0<) avec a < 1
Up, n n

Montrer que la série Y u, diverge
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Exercice 10 [02800] [correction]
a) Soient (un)n>0 €t (vn)n>0 deux suites réelles, A € R. On suppose :

U A
vn € Nyu, > 0; Z'U"‘ converge et ol 124w,
Up, n

Montrer que (n*u,,) converge.
b) Nature de la série de terme général

nn

?
nlen

Exercice 11 [02516 ] [correction]

Soient
n

1 1
unzgnn!ll_[(3k—2) etvnzm

=1

a) Montrer que pour n assez grand,
Un+1 Un+1
- 2 -

Un Un

b) En déduire que } u,, diverge. (on pourra utiliser {=)

Exercice 12 [o01040] [correction]

"
Donner la nature de la série des J—n

i
Nature de séries de signe non constant

Exercice 13 [01034] [correction]
Déterminer la nature de ) u,, pour :

a) U, = (=" b) u (1"
"on241 . "oVn+1
¢) u, =In (1—|— (=1) > d) u, = cos (W\/n2—|—n+1)

n+1

Exercice 14 [01035] [correction]
Déterminer la nature de

Exercice 15 [01039] [correction]

Déterminer la nature de -
E sin (mr + f)
n
n>1

Exercice 16 [03772] [correction]
Donner la nature de la série de terme général

u, = cos (n’rln(l — 1/n))

Exercice 17 [01045] [correction]
Déterminer la nature de la série de terme général :

Up = —f (
E v

Exercice 18 [02351] [correction]
Déterminer la nature de Y u,, pour :

W = VT OV B = e 0=

(n+(=1)")

Exercice 19 [o02793] [correction)]
Convergence de la série de terme général u,, = sin (71'\/ n? + 1).

Exercice 20 [02794] [correction)]
Nature de la série de terme général

Up, = sin (w(2 + \/5)”)

Exercice 21 [01335] [correction)]
Etudier la série de terme général

n8in(lnn)

Un = (_1)

n
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Exercice 22 [03236] [correction]
Montrer la divergence de la série

cos(lnn
3 (n )

Exercice 23 [01337] [correction]
Quelle est la nature de la série de terme général

e"\/ﬁ?
Vo

Exercice 24 [03208] [correction]
« désigne un réel strictement positif.
Déterminer la nature de la série de terme général

(=)™ /n> _/
Up, :/ 2] dx
0

1+

Convergence de séries a termes positifs

Exercice 25 [03355] [correction]
Soient (u,) une suite de réels positifs et (v,) la suite déterminée par

Up = U2p + U2p+1

Montrer
g u, converge si, et seulement si, E vy, converge

Exercice 26 [o01022] [correction]
Soient > u, et Y v, deux séries a termes strictement positifs convergentes.
Montrer que les suivantes sont aussi convergentes

UpUn

Zmax(un,vn), Z\/Wet 27

Uy, + U

Exercice 27 [01023] [correction]
Soit >y, une série & termes positifs convergente.

Montrer que E VUnUp41 est aussi convergente

Exercice 28 [o03411] [correction]

Soit a une suite de réels positifs. Comparer les assertions
(i) la série de terme général a,, converge;

(ii) la série de terme général /@, a, 1 converge.

Exercice 29 [01024] [correction)]
Soit > u, une série & termes positifs. On suppose que

Yu, — L eRT

a) Montrer que si £ > 1 alors Y u, est divergente.
b) Montrer que si ¢ < 1 alors Y, est convergente.
c¢) Observer que, lorsque ¢ = 1, on ne peut rien conclure.

Exercice 30 [01026] [correction)]
Soient (uy) une suite de réels positifs et

Un

- 1+ u,

Un

Montrer que les séries Y u, et Y v, sont de méme nature.

Exercice 31 [01027] [correction]
Soit (uy,) une suite de réels strictement positifs.

a) Pour tout n € N, on pose
Un,

- 1+ u,
Montrer que Y u, et Y v, sont de méme nature.
b) Méme question avec

Un

Un,
U1 _|_ e + U,
On pourra étudier In(1 — v,,) dans le cadre de la divergence.

Up =

Exercice 32 [03119] [correction]
Soient (un)n>0 €t (vn)n>o dans (RN telles que
vn €N =
n Uy = —————
"1 4+ nlu,

Montrer que si la série de terme général v,, converge alors la série de terme
général u,, diverge.
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Exercice 33 [03235] [correction]
Soit (un)n>1 une suite de réels positifs. On considere la suite (v,,) définie par

1 n
Uy = —————— ku
n(n—l—l); k

Montrer que les séries > u, et > v, ont méme nature et qu’en cas de convergence
+ o0 “+ o0
D un=) v
n=1 n=1

Exercice 34 [o03674] [correction]
Soit Y a, une série & termes strictement positifs convergente.

Etablir la convergence de la série Y an M,

Exercice 35 [02447] [correction]
Soit Y a, une série & termes positifs convergente.
Peut-on préciser la nature de la série de terme général

Uy = QA1 - . . Ay !

Exercice 36 [ 03750 ] [correction]
Soit (u,,) une suite réelle strictement positive et convergeant vers 0. On pose

n

Un 41

Vp = mtl avec S, = E U,
Sn P

Montrer que les séries Y u, et Y v, ont méme nature.

Exercice 37 [02956] [correction]
Soit (un)n>1 une suite de réels strictement positifs.
On pose, pour n € N*,

Up = Up/Sp oW Sy =ug + -+ +upy

Déterminer la nature de > vy,.

Exercice 38 [02058] [correction]

Soit (uy,) une suite réelle strictement positive telle que la série de terme général
U, converge.

On note le reste d’ordre n

+oo
Rn = Z Uk
k=n-+1
Etudier la nature des séries de termes généraux u, /R, et u,/Rp_1.

Exercice 39 [02959] [correction)]
Soit (uy,)une suite réelle strictement positive et strictement croissante.
Nature de la série de terme général

Up+1 — Un
Up
Exercice 40 [o03716] [correction)]
n
Soient (a,) une suite de réels strictement positifs et S, = > ag.

k=0
a) On suppose que la série Y a,, converge, donner la nature de Y a,,/S,.
b) On suppose que la série > a,, diverge, montrer

a 1 1
Vn € N*, =2 < -
" SQ Sn—l Sn

n

En déduire la nature de > a,/S2.
¢) On suppose toujours la divergence de la série > a,.
Quelle est la nature de Y a, /S, ?

Exercice 41 [03225] [correction]
Soit f : [1,+0o[ — R de classe C! strictement positive telle que

a) On suppose £ > —1 ou £ = —17. Montrer la divergence de la série
> [
n>=1

b) On suppose ¢ < —1. Montrer la convergence de la série

> fn)

n>=1
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Critere spécial

Exercice 42 [01038] [correction]
a) Justifier la convergence de la série numérique

On pose

b) Montrer que
+oo k
(=1
Rpy+Rpp1= »  ———
W5 k(k+1)

¢) Déterminer un équivalent de R,,.
d) Donner la nature de la série de terme général R,,.

Exercice 43 [01036] [correction]
Montrer que

“+oo
(18"
nE::o (2n)!

est un réel négatif.

Exercice 44 [01037] [correction]
On rappelle la convergence de I'intégrale de Dirichlet

+0o0o i
t
I= / ST
.t

En observant

déterminer le signe de I.

Etude de séries a termes positifs

Exercice 45 [01025] [correction)]

Soit (uy,) une suite décroissante réelle. On suppose que la série > u,, converge.
n

a) On pose S,, = uy. Déterminer la limite de Sa,, — S,,.

k=0
b) En déduire 2nus, — 0.

c¢) Conclure que nu,, — 0.

Exercice 46 [03233] [correction]
Soient (uy) une suite décroissante de réels positifs et a un réel positif.
On suppose la convergence de la série

g n*u,,

Montrer
n“tly, =0

Exercice 47 [02057] [correction)]
Soit (uy,) une suite réelle strictement positive, décroissante, de limite nulle.
On suppose que la suite de terme général

n
E Uk — Ny,
k=1

est bornée.
Montrer que la série de terme général u,, converge.

Séries dont le terme général est défini par récur-
rence

Exercice 48 [01097] [correction]
Soit (u,) la suite définie par ug € [0, 7] et pour tout n € N,

Up+1 = 1 —cosu,

Montrer que u,, — 0 et déterminer la nature de la série de terme général wu,,.
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Exercice 49 [01098 ] [correction]
Soit (u,) la suite définie par ug > 0 et pour tout n € N,

Un+1 = vV1+u,

Montrer que (u,) converge vers un réel .
Quelle est la nature de la série de terme général u,, — £7

Exercice 50 [03371] [correction]
a) Déterminer la limite de la suite définie par

e_un

n+1

uy = 0et Vn € Njuyq =

b) Déterminer la limite de la suite définie par

Vp = Ny,

n

¢) Donner la nature de la série > u,, et celle de la série Y (—1)"u,

Exercice 51 [o03012] [correction]
La suite (an)n>0 est définie par ag € |0, 7/2[ et

Vn € N,an41 = sin(ay,)

Quelle est la nature de la série de terme général a,, 7

Exercice 52 [01099 ] [correction]
Soient ug € 10, 7/2[ et up+1 = sinw, pour tout n € N.
a) Montrer que u, — 0F.

b) Exploiter w,11 — u, pour montrer que Y. u> converge.
n=0

c) Exploiter In, 41 — Inu, pour montrer que > u? diverge.
n=0

Exercice 53 [02961 ] [correction]
Soit (u,,) une suite réelle telle que ug > 0 et pour tout n > 0,

Up = In(1 + wp_1)

Etudier la suite (u,) puis la série de terme général w,,.

Exercice 54 [02440] [correction]
Soit (an)n>0 une suite définie par ag € R et pour n € N,

an

Ap41 = 1—e"

a) Etudier la convergence de la suite (a,,).

b) Déterminer la nature de la série de terme général (—1)"a,,.

c¢) Déterminer la nature de la série de terme général a2.

d) Déterminer la nature de la série de terme général a,, a aide de la série

()

Exercice 55 [o01101] [correction)]
Soit (un) la suite définie par ug € ]0,1[ et pour tout n € N,

2
Upy1 = Up — U,

a) Existence et éventuellement calcul de

+oo +oo
Z u? et Z In(1 — uy)
n=0 n=0

b) Nature de la série de terme général w,, ?

Exercice 56 [02051] [correction]
Soit (un)n>0 la suite définie par ug € [0,1] et

2
Vn € Nup+1 = up — u,

a) Quelle est la nature de la série de terme général u,, ?
b) Méme question lorsque u,, est définie par la récurrence w1 = u, — u}ﬁ‘a (avec

a>0).

Exercice 57 [01100] [correction)]
Soient (a,) une suite positive et (u,,) la suite définie par uy > 0 et pour tout n € N

Up4+1 = Un + an/un

Montrer que la suite (u,) est convergente si, et seulement si, la série de terme

général a,, est convergente.
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Exercice 58 [ 02960 ] [correction]

Soit u € RN telle que ug € ]0,1] et que, pour un certain 3 > 0 et pour tout n € N,

B

— sin P
Uy =sinu

n

Etudier la nature de la série de terme général wu,,.

Exercice 59 [02433] [correction]
Soit & > 0 et (upn)n>1 la suite définie par :

1

n*u,

up >0etVn 21, upt1 = up +

a) Condition nécessaire et suffisante sur o pour que (u,) converge.
b) Equivalent de u,, dans le cas ou (u,) diverge.
¢) Equivalent de (u, — ¢) dans le cas ou (u,) converge vers /.

Comparaison séries intégrales

Exercice 60 [o00077 ] [correction]
A laide d’une comparaison avec une intégrale, donner la nature de la série

1
annn

n>=2

Exercice 61 [01064 ] [correction]
Déterminer la nature de la série de terme général

1
In2)2 1+ (Inn)?

Up =

Exercice 62 [00664 ] [correction]

Soit a € ]0, 1[. Déterminer la nature de la série > aV™.
n>0

Exercice 63 [01063] [correction]
Déterminer la nature de la série de terme général

+oo

1

k=n-+1

Exercice 64 [01066] [correction]
Pour a > 1, on pose

1
sv=d hany- 3L
nO(
n=1 n=N+1
Etudier, selon «, la nature de la série 1;”.
n>1 n

Exercice 65 [01067] [correction)]

n
Soit Y w, une série divergente de réels strictement positifs. On note S, = > wuy.

n=0
Montrer, a I'aide d’une comparaison intégrale que pour tout a > 1, il y a

convergence de la série
2: Un
g converge

n>1 "

Exercice 66 [01068] [correction]

Pour a > 1 on pose
+o00 1

((a) = ne

n=1

Déterminer la limite de (o — 1)¢(a) quand « tend vers 17

Exercice 67 [o01061] [correction)]
En exploitant une comparaison avec des intégrales établir :

a) Z\/EN %n\/ﬁ b) In(n!) ~nlnn c) Z ﬁ ~1In(Inn)
k=1 k=2

Exercice 68 [01069] [correction)]
En exploitant une comparaison série-intégrale, déterminer

+oo
. a
im >
a——+00 n“ -+ a
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Exercice 69 [02431] [correction]
Soit a > 0,b > 0 et pour n € N*|

n

A, = iZ(ku

H a+ bk)'/"
k=1 k=1

Trouver lim f” en fonction de e.
oo An

Exercice 70 [02434] [correction]
Soit, pour x € R,

a) Nature la série de terme général

w=[ " e - f(m)

b) Nature de la série de terme général f(n).
(indice : on pourra montrer que sin (n'/3) n’admet pas de limite quand n — +o00
¢) Nature de la série de terme général

sin (n1/3)
n2/3

Exercice 71 [02810] [correction]
On pose f(z) = M
entier n > 2.

a) Montrer que f’ est intégrable sur [1, +o0].

b) Montrer que la série de terme général u,, est absolument convergente.
¢) Montrer que la suite (cos(lnn)) diverge.

d) En déduire la nature de la série de terme général f(n).

pour tout z > 1 et u,, = f:_l f(t)dt — f(n) pour tout

Exercice 72 [03449 ] [correction]

Soit f : [1,+o0o[ — C une fonction de classe C! telle que f’ est intégrable sur
[1, 4o00[.

a) Montrer que la série numérique Y f(n) converge si, et seulement si, la suite

(f;" f(t)dt) converge.
b) Application : Etudier la convergence de

Z smf

Exercice 73 [03045] [correction)]
Pour n € N*, soit

3

fnix €n,+o0[ —

k=1

Soit a > 0. Montrer qu’il existe un unique réel, noté x,, tel que f,(x,) = a.
Déterminer un équivalent de x,, quand n — +oo.

Exercice 74 [03086] [correction)]

Etudier
+o0
li L 2
Jdm o ()

k=n

Exercice 75 [04069] [correction)]
Soit f : [0, +0c0] — R continue, positive et croissante.
Etablir que les objets suivants ont méme nature

Heo 1,/1
/0 fle™)at, Y f(e™) et D —f (n>
Comportement asymptotique de sommes

Exercice 76 [01032] [correction]
Montrer la convergence de

+oo 1

>

k=0
puis la majoration du reste

+oo 1 _ 1
Z kS nnl

k=n-+1

Exercice 77 [01059 ] [correction]
Soit a < 1. Déterminer un équivalent de

"1
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Exercice 78 [o01060] [correction]
Soit a > 1. Donner un équivalent simple &

+oo 1
Ry = —
N a
n=N+1
Exercice 79 [01089 ] [correction]
On pose
n 1
Sp =
—~k+Vk

Donner un équivalent simple de S,,.
Montrer que
S, =Inn+C+o(1)

Exercice 80 [01090] [correction]
On pose

n

1
S = —_—
n ; k‘2 + \/E
Montrer que (S,) converge vers une constante C.

Etablir que

1 1
Sn_C_E"i‘O(*)

3

Exercice 81 [03070] [correction]
Former un développement asymptotique a deux termes de

+001
2.

k=n+1

Exercice 82 [03179] [correction]
a) Sous réserve d’existence, déterminer pour o > 1

2n
. 1
lim —
n—+o00 ko
k=n-+1

b) Sous réserve d’existence, déterminer

2n
1
li . =
im0 s ()

k=n-+1
Exercice 83 [01091] [correction)]
On pose
“r 3k —1
un = 1555
k=1

a) Montrer qu’il existe des constantes « et 3 telles que
lnu, =alnn+ g+ o(1)

En déduire un équivalent de wu,,.

b) Déterminer la nature de Y w,.
n>1

Exercice 84 [o03s882] [correction]

Déterminer
n

1
lim — k—1)l/m

Exercice 85 [01092] [correction]
Déterminer un équivalent simple de :

+o0 1 +oo 1
2) k; Rok+1) ; k(n + k)

Exercice 86 [03226] [correction]
Pour n € N*, on pose

=

n
Hy=3
k=1
Pour p € N, on pose
n, =min{n € N/H, > p}

Déterminer un équivalent de n, quand p — +o00
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Exercice 87 [o01325] [correction]
Soit j € N. On note ®; le plus petit entier p € N* vérifiant

>

n=1

=¥

S|

a) Justifier la définition de ;.

b) Démontrer que &; —— +o0.
J—+oo

¢) Démontrer qg% — e

j—+oo

Exercice 88 [02950] [correction]
Soit (un)n>1 une suite d’éléments de RH*.

On pose
o D R
Up = u Wp = —5— Uk
" nu, Pt k n2u, — k

On suppose que (v,) tend vers a € R**.
Etudier la convergence de (wy,).

Exercice 89 [o04062 ] [correction]
On pose

3

H, =

e

I

N
el

a) Montrer la convergence de la série
S w1l
k k
On pose
X1 1
=1 —+In(l1--
e )]

b) Etablir
H,=Inn+~v+e¢,

avec €, qu’on exprimera a ’aide du reste d’une série convergente.

c¢) En déduire

1 1
anlnn—l—v—l——i—o()
2n n

Nature de séries dépendant d’un parametre

Exercice 90 [o01082] [correction)]

Etudier en fonction de o € R la nature de

Exercice 91 [01062] [correction]
Déterminer la nature de la série de

Up =

Exercice 92 [01065] [correction]
Déterminer la nature de la série de

_VI+V2 4y

1
Z n®lnn

n>=2

terme général

o
n(lnn)®

terme général

n

= (avec o € R)
n

Méme question avec la série de terme général (—1)"u,,.

Exercice 93 [02795] [correction]
Soit a € R*. On pose, pour n € N*

Up =

Nature de la série de terme général

Exercice 94 [o02792] [correction]
Nature de la série de terme général

ou « est réel.

1
> ke

k=1

Uy !
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Exercice 95 [o01081 ] [correction]
Déterminer en fonction du parameétre o € R la nature des séries de termes
généraux :

[e3 1
a) Up = e " b) Up = % C) Up = exp(—(lnn)o‘)

Exercice 96 [01083] [correction]
Soient a,b € R. Déterminer la nature de la série

Zlnn—f—aln(n—l— 1)+ bln(n+2)

n>1

Calculer la somme lorsqu’il y a convergence.

Exercice 97 [o01084] [correction]
Soient a,b € R. Déterminer la nature de la série

Z\/ﬁ+a\/n+1+b\/n+2

nz1

Calculer la somme lorsqu’il y a convergence.

Exercice 98 [01085] [correction]

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur les réels a, b, ¢ pour qu’il y

ait convergence de la suite de terme général

e b e e b e
Viov2 V3 VA V5 V6

Exercice 99 [01086 ] [correction]

Soit A un réel. Etudier la nature des séries de terme général
AT A2 1

= 1+)\2n7vn = 1_|_A2n’w" = 1_|_)\2n

Un

Exercice 100 [ 01088 ] [correction]
Déterminer en fonction de o € R, la nature de

(1)
2w

Exercice 101 [01087 ] [correction]

Soit o > 0. Préciser la nature de la série > u, avec
n>=2

Exercice 102 [02515 ] [correction]
Etudier la nature de la série de terme général

—_1)n
unln(1+sin( ) >
na

pour a > 0.

Exercice 103 [02790 ] [correction]
Nature de la série de terme général

ou a > 0.

Exercice 104 [o02791 ] [correction]
Nature de la série de terme général

unln(\/?i/—il)n)
n+a

ou a > 0.

Exercice 105 [ 02430 ] [correction]

On note u,, = foﬂ/4 (tant)™ dt.

a) Déterminer la limite de w,,.

b) Trouver une relation de récurrence entre u,, et w, 2.
¢) Donner la nature de la série de terme général (—1)"u,,.

d) Discuter suivant o € R, la nature de la série de terme général u,, /n®.
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Exercice 106 [ 02798 ] [correction]
Soient o € R et f € C°([0,1],R) telle que £(0) # 0. Etudier la convergence de la

série de terme général
1 1/n
Up = — fa™)de

(o]
n= Jo

Exercice 107 [o02799 ] [correction]
Soient v > 0 et (u,) une suite de réels strictement positifs vérifiant

1 1
u}/"zl——&—o()
ne ne

La série de terme général u,, converge-t-elle?

Exercice 108 [ 02802 ] [correction]
Soient (a,a) € R x R et, pour n € N* :

> 1/

Uy = ak=!

a) Pour quels couples (a, @) la suite (uy,,) est-elle convergente ? Dans la suite, on
suppose que tel est le cas, on note £ = lim u,, et on pose, si n € N*,

Up = Uy — ¥

n

b) Nature des séries de termes généraux v, et (—1)"v,.

Exercice 109 [ 03429 ] [correction]
Soient p € N et a > 0. Déterminer la nature des séries de termes généraux

n+ - n—+ -
Up = b et w, = (-1)" P
p p

Exercice 110 [ 03704 ] [correction]
a) En posant x = tant¢, montrer

/“/2 o
o 1l+asin®(t) 2yI1+a

b) Donner en fonction de a > 0 la nature de la série

g dt
Z/O 1+ (nm)>sin?(t)

(’IL+1)7T dt
Z /mr 1+ tosin?(t)

d) Donner la nature de 'intégrale
/+oo dt
o 14tosin®(t)

Exercice 111 [02423] [correction]

¢) Méme question pour

On pose
+oo +o0o
1 (=1)”
Up = —— et v, = —_
pz:;(pﬂ)“ ;(ﬁl)“

a) Déterminer la nature de la série de terme général u,, selon c.
b) Déterminer la nature de la série de terme général v,, selon .

Exercice 112 [o03104 ] [correction]
On note a,, le nombre de chiffres dans I’écriture décimale de ’entier n > 1. Pour
quelles valeurs de z € R y a-t-il convergence de la série

Qn
P
n3

Calcul de somme

Exercice 113 [01049 ] [correction)]
Apres en avoir justifiée I'existence, calculer

+oo 1 +oo 1 7T2
nZ:O (2n +1)2 sachan = n? 6
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Exercice 114 [o01048 ] [correction]
Nature puis somme de

1
Z n(n+1)(n+2)

n>1

Exercice 115 [o01047] [correction]

+o0 2
On donne kzl k% = % Calculer
f :
2 2
= k2 (k+1)
apres en avoir justifié I'existence.

Exercice 116 [03895 ] [correction]

Existence et valeur de
~— (-1)"
> In (1 + )
n=2 n

Exercice 117 [03633] [correction]

Existence et calcul de
+oo
1
>om(1- )
n=2 n

Exercice 118 |[o01058] [correction]
En utilisant la formule de Stirling, calculer

io (—1)"In (1 + i)

n=1

Exercice 119 [o1050 ] [correction]

“+oo
Sachant Y L = e, calculer
n—0 n:

+Oon+1 +Oon272
Dot >
n=0 n=0

Exercice 120 [02806 ] [correction]
Nature et calcul de la somme de la série de terme général

+oo 71]6
Z(kz)

k=n

Exercice 121 [o02426 ] [correction]
Calculer pour x € |—1,1]

+oo n

2 (1= am)(1— 2t

n=1

Exercice 122 [03448 ] [correction]
Existence et valeur pour m > 1 de

+o0 1
Sm:nz::ln(n—kl)...(n—i—m)

Exercice 123 [03622] [correction]
Calculer la somme de la série de terme général

1
Uy = arctan —————
" n?+3n+3
Exercice 124 [01057 ] [correction]
Pour p € N, on pose
+
ap = -
P n
n=0 2
a) Montrer que a,, existe puis exprimer a, en fonction de ao,...,ap_1.

b) En déduire que a, € N.

Exercice 125 [o02s01 ] [correction]
Soient « dans R*, a et b dans R\N. On pose

n—a

—-b

up=aet V¥n € N, upy1 = Uy,

Etudier la nature de la série de terme général u,, et calculer éventuellement sa

somine.
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Exercice 126 [01053] [correction]
On pose

1
un:/ 2" sin(nzx) dz
0

Montrer que la série > u,, converge et que sa somme vaut
T sint
/ SNt g
o ¢t

Exercice 127 [03796 ] [correction]

Convergence et somme de la série ) =
k>2

[

Convergence et somme de

Exercice 128 [02803] [correction]
Etudier

lim lim Z (—1)tHagititd

Calcul de somme par la constante d’Euler

Exercice 129 [o1055 ] [correction]

Justifier et calculer
+oo

1
Z n(2n —1)

n=1

Exercice 130 [ 02354 ] [correction]

Existence et calcul de
+o0

on + 6
; nn+1)(n+2)

Exercice 131 [01046 ] [correction]
Existence et calcul de
400 1

2 nn+1)2n+1)

Exercice 132 [01054 ] [correction]
On rappelle I'existence d’une constante ~y telle qu’on ait

1
Zgzlnn—l—’y—&—o(l)
k=1

a) Calculer la somme de la série de terme général u,, = (—1)""1/n.
b) Méme question avec u, = 1/nsin#0 [3] et u, = —2/n sinon.

Exercice 133 [02804 ] [correction]
Convergence puis calcul de

+o00 1

212—1—22—1—-“—1—712

n=1

Exercice 134 [o02964 | [correction)]

Calculer
i 13 N 1 N 1
= in+1 4n+2 4dn+3 4n+4

Exercice 135 [01056 ] [correction]
a) Donner un développement asymptotique & deux termes de

p=2 4

On pourra introduire la fonction f : ¢ +— (Int)/t.
b) A T’aide de la constante d’Euler, calculer

“+o0
n=1
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Exercice 136 [ 02428 ] [correction]

On pose
_Inz

flx) = —

X

a) Nature des séries de termes généraux f(n) puis (—1)"f(n).
b) Montrer la convergence de la série de terme général

fo - [ s

¢) Calculer

Indice : On pourra s’intéresser a la quantité

2 f(2k) =D f(k)
k=1 k=1

Calcul de somme par dérivation ou intégration

Exercice 137 [o01052] [correction]

Soit v > 0. Montrer

+00 (_1)k /1 xa—l
= dx
k+ « 0o 1+

k=0

Exercice 138 [o01051 ] [correction]
Soit z € ]—1,1[. Calculer

Exercice 139 [ 02805 ] [correction]
Calculer

“+o0o
="
Z in+1

n=0

Exercice 140 [01338] [correction]

Calculer
+oo
> i
= (4n+1)(4n +3)

Application a I’étude de suites

Exercice 141 [o1070 ] [correction]
Calculer la limite de

LS. LRI S
tn = 2 n n+1 n?

Exercice 142 [02809 ] [correction]

On pose
1 1 1

n+1 +n+2+...+%
a) Montrer que la suite (a,) converge et trouver sa limite A.
b) Trouver un équivalent simple de a,, — A.

Ay =

Exercice 143 [o1072] [correction]
Pour tout n € N, soit

Up =
a) Déterminer un équivalent de
Inup41 — Inu,

En déduire que u,, — 0.
b) En s’inspirant de ce qui précede, établir que v/nu, — C > 0 (on ne cherchera
pas expliciter la valeur de C).

Exercice 144 [ 01073 [correction]

Pour tout n € N, on pose
(2n)!

U = 2nnl)2

a) Déterminer un équivalent de Inwu, 1 — Inu,. En déduire que u,, — 0.
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b) Montrer que nu,, = +0o. En déduire la nature de la série > u,.

¢) On pose v, = ~7. En observant et en sommant les égalités

(2k + 4)vg41 = (2k + 1)vg, caleuler T,, = Y vy en fonction de n et v,41. En
k=0
déduire la valeur de N

Up,
Zn—i—l

n=0

Exercice 145 [o01078 ] [correction]
Soient 0 < a < b et (u,) une suite strictement positive telle que pour tout n € N,

Un41 n+a

Up, n+b

a) Montrer que u,, — 0. On pourra considérer In w,,.
b) Soient o € R et v,, = n®u,,. En étudiant (v,,), montrer qu’il existe A > 0 tel que

A

nb—a

Up ~
¢) On suppose b — a > 1. En écrivant
(n+ Dupy1 — nu, = aty + (1 — b)upyr

calculer

—+oo
> un
n=0

Exercice 146 [01080 ] [correction]
Soit (u,) une suite de réels strictement positifs telle que

. 1
Un 41 :1+3+O(712),aveca€R

Un
a) Pour quel(s) 8 € R y a-t-il convergence de la série de terme général

(n 4+ 1)Pupi1 0

v, = In
nPu,

b) En déduire qu'il existe A € R pour lequel

Uy, ~ An®

Exercice 147 [o01079 ] [correction]
Pour a € R\Z™*, on consideére (u,)n>1 définie par

up =1et upp1 =1+ a/n)u,

a) Pour quel(s) § € R y a-t-il convergence de la série de terme général

B
v, = In <(n +1) u”+1) ?

nPu,

b) En déduire qu’il existe A € R** pour lequel u,, ~ An®.

Exercice 148 [o01074 ] [correction)]
Montrer que

a une limite non nulle.
Exercice 149 [o1077 ] [correction]

Etudier la limite de )
1—u)" -1
Uy = / %du +Inn
O u

Exercice 150 [01075 ] [correction]

Soit
)

k=2

Montrer qu’il existe A € R tel que

Exercice 151 [o1071 ] [correction]
Soit a > 0.
a) Déterminer la limite de la suite de terme général

ala+1)...(a+n—-1)
n!

=
b) Quelle est la nature de la série de terme général u,, 7
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Exercice 152 [ 02429 ] [correction]
On fixe x € RT™. Pour n € N*, on pose

nl = T
()
tn :E"kE[ln +k

a) Etudier la suite de terme général In(up4+1) — In(uy,).
En déduire que la suite (u,)n>1converge et préciser sa limite.
b) Etablir 'existence de o € R tel que la série de terme général :

M (tp 1) — I(u,) — aln (1 * i)

converge.
c¢) Etablir l'existence de A € R* tel que u,, ~ An®.
d) Etudier la convergence de la série de terme général u,,.

Exercice 153 [ 02784 ] [correction]
Soit ug € ]0,27[ puis
Vn € N, up41 = sin (uy,/2)

a) Montrer que (u,) tend vers 0.
b) Montrer que lim(2"u,,) = A pour un certain A > 0.
¢) Trouver un équivalent simple de (u,, — A27™).

Exercice 154 [ 03047 ] [correction]
Soit (u,) une suite complexe telle que pour tout p € N*, up, — u, — 0. Peut-on
affirmer que la suite (u,) converge ?

Exercice 155 [02418] [correction]
Former un développement asymptotique a trois termes de la suite (u,,) définie par

n—l)l/n

uy=1letVne N u,11 =(n+u

Exercice 156 [ 02949 ] [correction]
Etudier la limite quand n — +o0o de

Exercice 157 [03057 ] [correction]
On note (zp)n>1 la suite de terme général

5 ( it
Zn =2nexp | —
vn

. 2n—12n — 2
lim

n—+oo zn—lzn—Z

Etudier
2n—n

Zn— N

Etude théorique

Exercice 158 [01033] [correction]
Montrer que la somme d’une série semi-convergente et d’une série absolument
convergente n’est que semi-convergente.

Exercice 159 [ 02962 ] [correction]
Donner un exemple de série divergente dont le terme général tend vers 0 et dont
les sommes partielles sont bornées.

Exercice 160 [03097 ] [correction]
On dit que la série de terme général u,, enveloppe le réel A si, pour tout entier
naturel n, on a :

up Z0et |A— (uo+ur 4+ +un)| < |upti]

On dit qu’elle enveloppe strictement le réel A s'il existe une suite (6y,)n>1
d’éléments de |0, 1] telle que pour tout entier naturel n :

A—(uop+ur+ -+ up) = Oppitng

a) Donner un exemple de série divergente qui enveloppe A > 0.

Donner un exemple de série convergente qui enveloppe un réel.

Donner un exemple de série convergente qui n’enveloppe aucun réel.

b) Démontrer que, si la série de terme général wu,, enveloppe strictement A, alors
elle est alternée.

Démontrer que A est alors compris entre deux sommes partielles consécutives.

¢) Démontrer que, si la série de terme général u,, est alternée et que, pour tout
entier n € N*

A — (ug+wus + -+ uy,) est du signe de u,41, alors, elle enveloppe strictement A.
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d) Démontrer que, si la série de terme général u,, enveloppe A et si la suite de Exercice 163 [03917] [correction]
terme général |u,| est strictement décroissante, alors, la série est alternée et Soit e = (e, )nen une suite décroissante & termes strictement positifs telle que la
encadre strictement A. série Y e, converge.
On pose
“+o0 400
s:Zen et r, = Z er pour n € N
Exercice 161 [ 03207 ] [correction] n=0 k=n+1

Soit E 'ensemble des suites réelles (uy,)n>0 telles que On introduit

+o00
Un+2 = (’/l + 1)un+1 + un G = {Z dnen/(dn) € {_L 1}N}
n=0

a) Montrer que E est un espace vectoriel de dimension 2. On dit que la suite e est une base discréte lorsque G est un intervalle.
b) Soient a et b deux éléments de E déterminés par a) Montrer que G est bien défini. Déterminer son maximum et son minimum.
b) On suppose dans cette question que (e, ) est une base discréte. Montrer que
ap =1 bo =0 en < 1y pour tout n € N.
a; = et by =1 ¢) On suppose que e,, < 1, pour tout n € N. Soit ¢t € [—s, s]. On définit la suite
(tn) par
Montrer que les deux suites (ay,,) et (b,) divergent vers 4oc. fo =0t tyyy = { tn + en s% tn <t
¢) Calculer tn —€n sinon

Wy, = Apy1bn — anbpy1 Montrer que
. . , N , ‘t_tn|<€n+rn
d) On pose ¢, = a, /b, lorsque 'entier n est supérieur ou égal & 1. Démontrer

Pexistence de et conclure.

(= Lim ¢ d) Dans cette question, on suppose e, = 1/2™ pour tout n € N.
" notoeo Déterminer G. Quelles suites (d,,) permettent d’obtenir respectivement 0, 1,1/2,2
et 1/37

e) Démontrer 'existence d’un unique réel r tel que
) d a Pour z € G, y a-t-il une unique suite (d,) € {—1,1}" telle que

1131 (an +71b,) =0 +oo
T = Z dpen ?
n=0

Exercice 162 [02538] [correction] Transformation d’Abel
Soit f de classe C? sur [0, +oo] telle que f” est intégrable sur [0, +o0] et telle que
I'intégrale fo+°° f(t)dt soit convergente.

a) Montrer que Exercice 164 [01043] [correction]

Pour n € N*, on pose
. / _ . _ )
sin k

b) Etudier les séries Yp = Z sink et S, = .
k=1

S fmyet 3 F ) =

a) Montrer que (X,,),>1 est bornée.
b) En déduire que (Sy)n>1 converge.
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Exercice 165 [02352] [correction]
Soit # € R non multiple de 27. On pose

Sy = Z cos(kd) et u, =
k=0

cos(nf)
n

a) Montrer que la suite (S,,) est bornée.

b) En observant que cos(nf) = S, — Sp—1, établir que la série de terme général w,,
converge.

¢) En exploitant I'inégalité |cos x| > cos? z, établir que la série de terme général
|un,| diverge.

Exercice 166 [ 01041 ] [correction]
Soient (a,,) une suite positive décroissante de limite nulle et (S,,) une suite bornée.
a) Montrer que la série Y (an — any1)Sn est convergente.

b) En déduire que la série Y a, (S, — Sn—1) est convergente.

¢) Etablir que pour tout x € R\27Z, la série cos(ne)

n

est convergente.

Exercice 167 [o02582] [correction]
a) Montrer I'existence, pour 8 € |0, 7r[, d’un majorant My de la valeur absolue de

Sp = Z cos(kd)
k=1

b) Montrer que = — x—‘ﬁ est décroissante sur [2, 4+00].
¢) En remarquant de cos(nf) = S,, — S,_1, étudier la convergence de la série de

terme général

Uy = cos(nf)

d) En utilisant |cos(k#)| > cos?(k@), étudier la convergence de Y |uy,|.

Exercice 168 |[o1042 ] [correction]
Soit z, le terme général d’une série complexe convergente. Etablir la convergence
de la série

Zn

n>1

Exercice 169 [03684 ] [correction]
Soit z, le terme général d’une série complexe convergente. Etablir

Exercice 170 [03685 ] [correction]
Soit (a,) une suite complexe. On suppose que la série ) %= diverge.
Etablir que pour tout a € |—o0, 1], la série ) | o2 diverge aussi.

Exercice 171 [o01028] [correction]

Soit (un)n>1 une suite décroissante de réels strictement positifs.

a) On suppose que Y u, converge. Montrer que la série de terme général
Up = Uy — Up41) converge et

+oo +oo
D vn= ) un
n=1 n=1

b) Réciproquement, on suppose que la série de terme général n(u, — t,y1)
converge. Montrer que la série de terme général u,,converge si, et seulement si, la
suite (uy) converge vers 0.

¢) Donner un exemple de suite (u,) qui ne converge pas vers 0, alors que la série
de terme général n(u, — u,41) converge.

Exercice 172 [03673] [correction]

Soit (un)n>1 une suite décroissante de réels de limite nulle.

Montrer que les séries > u, et > n(u, — u,41) ont méme nature et que leurs
sommes sont égales en cas de convergence.

Exercice 173 [ 03879 ] [correction]

On donne une suite réelle (ay,).

On suppose que les séries Y a, et Y |ant1 — an| convergent. Montrer que la série
> a2 converge.
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Exercice 174 [00307 ] [correction]

Soit (4 )n>1 une suite réelle convergeant vers £ € R. On désire établir que la suite

(Un)n>1 de terme général

_wtug ety
" n

converge aussi vers £. Soit € > 0.
a) Justifier qu’il existe ng € N tel que pour tout n € N, n > ng entraine

lun, — € < /2

b) Etablir que pour tout entier n > ng on a :

lug — L]+ - + |tn, — | L nomee

AR
[ < n n 2

¢) En déduire qu’il existe n; € N tel que pour tout n € N, n > n; entraine
v, — €| < e

d) Application : Soit (u,) une suite réelle telle que w41 — up, — a # 0.
Donner un équivalent simple de w,,.

Exercice 175 [00308] [correction]
Soit (u,) une suite réelle.
a) On suppose que (u,,) converge vers £ et on considére

uy + 2ug + - - - + nug,

n — p)

n
Déterminer lim wv,,.
n—-+oo
b) On suppose
Up — Un—1
L Y
n
Déterminer
. n
lim —
n—oo N

Exercice 176 [00309 ] [correction]
Soit (uy,) une suite de réels strictement positifs.

On suppose
Up+1

— £ €]0,400]

Un,
Montrer

Yy — 4

Exercice 177 [03219] [correction]
La suite (un)n>0 est définie par ug > 0 et

Vn € Ny upr1 = In(1 + uy,)

a) Déterminer la limite de la suite (u,)

b) Déterminer la limite de
1 1

un+1 U,

c¢) En déduire un équivalent de (uy,)

Exercice 178 [03220] [correction]
La suite (uy)n>0 est définie par ug € 10, 7/2] et

Vn € N, upy1 = sin(uy,)

a) Déterminer la limite de la suite (u,)

b) Déterminer la limite de
1 1
Upi U

c¢) En déduire un équivalent de (uy,)

Exercice 179 [03850 ] [correction]
Soit Y u, une série & termes positifs convergente. On note

+oo
Rn: Z Uk

k=n-+1

et on suppose
U, ~ R?

Déterminer un équivalent de wu,,.
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Condensation

Exercice 180 [ 02796 ] [correction]
Soit (uy,) une suite réelle décroissante et positive. On pose

vy = 2" Ugn

Déterminer la nature de ) v,, en fonction de celle de »_ w,,.

Exercice 181 [ 03676 ] [correction]
[Critere de condensation de Cauchy]
a) Soient (u,)nen une suite réelle décroissante, positive et p € N tel que p > 2. On
pose
Up, = P Upn

Montrer que
g u, converge si, et seulement si, E vy, converge

b) Application : Etudier la convergence des séries

1 1
t -
annn ¢ annnln(lnn)

Exercice 182 [03677] [correction]
Soit (u,)nen une suite réelle décroissante et positive. On pose

Un = NUp?2
Montrer que

E uy, converge si, et seulement si, E v, converge

Exercice 183 [ 02797 ] [correction]
Soit (uy) une suite décroissante d’éléments de R™, de limite 0. Pour n > 1, on pose

Un = n2uy,2

Y a-t-il un lien entre la convergence des séries de termes généraux u, et v, 7
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Exercice 1 : [énoncé]

a) Uy, ~ % donc par comparaison de séries a termes positifs, la série est divergente.
n . . N oy . Yo
b) u, ~ 55 ~ e ™ donc par comparaison de séries & termes positifs, la série est

82"
convergente.
c) up =0 (%) donc la série est absolument convergente.
d) un ~ 5. donc par comparaison de séries a termes positifs, la série est

divergente.

Exercice 2 : [énoncé]

a) u, = exp(—n?In(1+ 1/n)) = exp(—n + o(n))donc n*u, — 0 et la série est
absolument convergente.

b) u, > 1/n donc par comparaison de séries a termes positifs, la série est
divergente.

2

c) nu, = (lnzw = e2lan—Innlnlnn _y g donc la série est absolument convergente

Exercice 3 : [énoncé]
On a

1" 1
Ny, = (> = exp {lnn] —1
n n

donc pour n assez grand
1

un)%

et par comparaison de série & termes positifs on peut affirmer que > u,, diverge.

Exercice 4 : [énoncé]
C’est une série a termes positifs aux sommes partielles majorées car

n n

ZukSQZk—lz < +00
k=1 k=

1

donc la série converge.

Exercice 5 : [énoncé]
On a

1\" 1

o)

n n

et
n3/% - {n:i/QJ +n=n+0(1)~n

donc

e—(l—i—%)n _0 1
n3/2 — [n3/2| +n - n2

ce qui permet de conclure a une absolue convergence.

Exercice 6 : [énoncé]

a) L’intégrale définissant u,, est bien définie car elle porte sur une fonction sur le
segment [0, 1]. On peut aussi la comprendre comme une intégrale impropre
convergente sur [0, 1]

/1 da / da
un: _— = _—

et par sommation géométrique

dz 11—z
n: n+1dm
[071[1+.CC—|——|—1' [071[1—13

1—=x
fule) = =

Posons

Sur [0,1], la suite de fonctions (fy,) converge simplement vers la fonction
frx—1—nx.
Les fonctions f, et f sont continues par morceaux et

1—2x

NS :1:
T p(z)

1—=x
1—gntl

avec @ intégrable. Par convergence dominée

! 1
un%/ (1—-a)dz ==
0 2
et donc la série Y u, diverge grossiérement.
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b) On amorce les calculs comme au dessus pour écrire

1 1
’I’Ld n
vn:/ e :/ v (1—2a)dz
o 1+aoz+---+am g 1—antl

Par intégration par parties impropre justifiée par deux convergences

1 l,n
0 1— In-&-l (]‘

Le terme entre crochet est nul (il suffit d’écrire z = 1 — h avec h — 0, pour étudier
la limite en 1)
Il reste

1 1

n+1

oyt = |

1 1
Up = — / In(1 — z"")dz
0

n+1

Par développement en série entiére de la fonction u —

1 +oo 1
/ x("+1)kdax
0 k= 1

—In(1 — )

Posons

1
gi(x) = ZalmHDE

La série de fonctions Y gx converge simplement sur [0, 1[ en vertu de la

décomposition en série entiére précédente.
+oo

Les fonctions gj et la fonction somme ) gi : @ +—
k=0

—In(1 — 2™1) sont continues
par morceaux.
Enfin, les fonctions gj sont intégrables sur [0,1] et

—+o0
n+1

1
de=S"___ -
T= Zk (ntDkt1) ~ 7%

On peut donc intégrer terme a terme pour écrire

donc

+oo 1 +oo

1 1 1 1
_ - (n+1)k:d _
Un n+1kz_:1k/0x o n+ 14 k((n+1)k+1)

Or

+oo 1 Z

k n+1)k+1 n+1 k?

1 1
In(1 — n+1 1— :| /1 1— n+1d
a1 = a1 2|~ [T

puis finalement

v < 9

La série & termes positifs Y v, est donc convergente.

Exercice 7 : [énoncé]
On sait
"1
Z =Inn+v+o(1)
k=1
et donc
> ylna
ak=1 ) — ellla111n+’ylna+o(1) ~ €

n— Ina

ce qui fournit la condition a < e™!

Exercice 8 : [énoncé]
a) Posons v,, = n®uy,.
lnvnﬂ—lnvn:aln(l—i—%)—ln(l— 2))20(#).

La série Y (Inv,41 — Inw,) est donc absolument convergente et par conséquent la
suite (In(v,)) converge.
Ainsi v, — e’ > 0 avec £ =

w+0(a

e
lim Inwv, puis u, ~ .
n——+00 n

Par équivalence de séries a termes positifs, > u,, converge si, et seulement si,
a>1.

b) On reprend ce qui précede en 'approfondissant.

Puisque le reste d’une série dont le terme général est en O (1/n?) est en O (1/n),
onalnv, =040 (%) puis u, = % —|—O(na+1)

Pour que > (—1)"u,, converge, il est nécessaire que u,, — 0 et donc a > 0.
Inversement, si o > 0 alors > (—1)";—1 converge par le critére spécial et

>0 (ﬁ) est absolument convergente.

Finalement > (—1)"u,, converge.
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Exercice 9 : [énoncé]
a) Via télescopage, on obtient pour tout n > N

UN
0<u, < —u,
UN

donc u, = O(vy,).
b) Soit 1 < 8 < a et v, = 5.

UnJrl: 1 :1_§+0l
w Tyt

A partir d’'un certain rang

un+1 < vn+1
Un Un

donc u, = O(vy,) or Y v, converge absolument donc > u,, aussi.
¢) Pour n assez grand

Unt1 o g 1 1/(n+1)
Unp - n+1 1/7”&
donc ]
Z=0(u,
= 0w,

Puisque la série Y 1/n est divergente, un argument de comparaison de séries a
termes positifs permet de conclure que Y u,, est aussi divergente.

Exercice 10 : [énoncé]
a) Le rapport ";—:1 tend vers 1 donc la suite (u,,) est de signe constant a partir
d’un certain rang; quitte a passer a I’opposé on peut supposer u, > 0 pour n
assez grand.
Posons

wy, = In((n 4 1) upy1) — In(n?uy,)

n:)\ln<1+1>+ln<1—>\+vn)
n n

est le terme général d’une série absolument convergente. Par conséquent la suite
(In(n*u,)) converge et donc (nu,) aussi.

b) Posons u,, = On a
Un+1 1 1
=1-—+40(—=
Up 2n + <n2)

On a

n’e" '

En reprenant I'étude qui précéde on peut affirmer que n'/?u,, — ¢ > 0 donc >y,
diverge.
Ce résultat peut étre confirmé par la formule de Stirling.

Exercice 11 : [énoncé]

a)

= —1-2 -1_ =
Un 3+ 1) 3n+1 30 ¢

Upyr  3n+1 2 1 2 <1)

et

Vni1 1 3 (1)
= =1-—+o(-=-
vn (14 1/n)* n - \n

donc pour n assez grand,

Unp+1 vn+1
=
Un Un

b) La suite de terme général == est positive et croissante a partir d'un certain
rang donc il existe o > 0 et N € N tel que pour tout n > N, u, = av,. Or > v,
diverge donc ) u,, aussi.

Exercice 12 : [énoncé]
On peut écrire

j3n N j3n+1 N j3n+2 _ ]311(1 +] +]2) N O i _ O L
V3n  V3n+1 3n+2 V3n n3/2 n3/2
donc la série des termes
an N j3n+1 N j3n+2
V3n  V3n+1  3n+2

est absolument convergente et puisque les termes

j3n+1 j3n+2

V3n+1 V3n+2

sont de limite nulle, la série des \J/—% est convergente.
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Exercice 13 : [énoncé]

a) |u,| ~ 1/n? donc la série Y u,, est absolument convergente donc convergente.

On applique le critére spécial et on conclut que  u,, converge.

b)
¢) un = (;41-)1
d)

T 3w 1 (=) 137 1

donc 3w, converge.

+ 0 (%) et on peut conclure que > u,, converge.

Exercice 14 : [énoncé]
Il s’agit d’une série alternée.

ln
InVnl==>% Ink
n V/n! n;n

et ainsi In ¥/n! est la moyenne arithmétique de In1,In2,...,Inn et donc

In Vn! <In "/ (n+1)!

puis
1 1

S —
Yn T o (n+1)!
De plus par la croissance de la fonction z — In z,

n

1 1 [
72111/{27 Inzdr=Inn—1— 4+
n n 1
k=1
et donc 1
. —0
!Ln!

Finalement on peut appliquer le critere spécial des séries alternées et conclure.

Exercice 15 : [énoncé]

On a 1) )
; ﬂ ngin T = (2D L
sin <n77—|— ﬁ) =(-1) sin = —— +0 <n3)

donc la série est semi-convergente.

Exercice 16 : [énoncé]

On a
1 1 1 1 1
Inl-—-)=——— — — o —
n( n) n  2n2 3n3+ (n4)
donc
U =cos (nm+ =+ —+0 (=
" 2 3n 2
puis

i (T 1N\ (=Dt 1
up = (1) sm<3n+0<n2>)_ 2 +0(—

Le terme général u,, est somme d’un terme définissant une série convergente par le
critére spécial et d’un terme définissant une série convergeant absolument.

Exercice 17 : [énoncé]
Par comparaison avec une intégrale :

k=1
On a alors
1" 1 —1)" 1 1
u, = U _H—()+ ‘o
L1+ 5 (Y no )
=00 D= (kgl k) <k§1 ‘/E>
k=1
La série de terme général
(="
Z": 1
k=1 V¥
converge en vertu du critere spécial.
On a
1 1 1
n 2 +o n 2 ~ %
£x) \(5%)
<k~=1 z =1 VR
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donc par comparaison de série & termes positifs il y a divergence de la série de
terme général

3 to ” 2
(Z%) \(Z%)

Par sommation d’une série convergente et d’une série divergente la série de terme

général diverge.

Exercice 18 : [énoncé]
a) On a

donc Y u, converge.
b) On a

e
Inn + (_i)n +o0 (%)

(=)™ 1 n ( 1 >
U = — 0
" Inn nin®n nln®n
Or la série de la série de terme général ﬁ est absolument convergente (utiliser

une comparaison avec une intégrale) donc Y u,, est convergente.
¢) On a

N AR
T o (Inn)? ¢ (Inn)?
(=n"

I est convergente alors que la série de terme général
nn

La série de terme général

ﬁ +o0 (m) est divergente par équivalence de séries a termes positifs. On

conclut que Y u,, est divergente.

Exercice 19 : [énoncé]
VvnZ+l=n+ ﬁ +0 (%) donc u, = (_217)1 T+0 (#) est terme général d'une
série convergente.

Exercice 20 : [énoncé]
En développant par la formule du bindme de Newton

oo =3(2) o

k=0 k

puis en simplifiant les termes d’indices impairs
ln/2) 7
2+V3)"+(2-V3)" =2 (2 ) N3P € 27,
— p
p=0

On en déduit

Uy, = —sin ((2 - \/g)”w)

Puisque ’2 — \/§| <1,
Uy ~ —(2 —V3)"1

est terme général d’une série absolument convergente.

Exercice 21 : [énoncé]
Puisque u,, — 0, il revient au méme d’étudier la nature de la série de terme
général
Un = U2n —+ ’LLQn+1
Or
_ sin(In2n)
U on@n + 1)

sin(In2n) 0 1

2n(2n+1) n?
et d’autre part en vertu du théoreme des accroissements finis, il existe ¢ compris
entre In2n et In(2n + 1) tel que

sin(In(2n + 1)) — sin(In 2n)
2n+1

D’une part

sin(In(2n + 1)) — sin(In 2n)
2n+1

_ cos(c) (1n(22: i 11) “ln2n) < 1 >

n2

On en déduit que v, = O (1 / n2) et donc la série de terme général v,, est
absolument convergente donc convergente.

Exercice 22 : [énoncé]

Posons
n

cos(In k)
s,y ol
k=1
Pour les entiers k appartenant a 'intervalle

{e_”/4+2””7 e7T/4+2'!L7Ti|
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on a
cos(In k) 1 1
7k =z ﬁew/4+2nﬂ'
Posons
a, = E (efﬂ/4+2’ﬂ7l'> et b, =F (eﬂ'/4+2n7r)
On a
b
N cos(lnk) _ b, —ay 1
San = Sb, = > > I
n n 7 /442nm
k=a,+1 k \/i € /
Or, par encadrement,
b, —a,

em/4+2nm - (1 - eiﬂ/Q)

donc (S,, — Sp,,) ne tend pas vers 0. Or ay,, b, — +0o donc la série étudiée ne

peut converger.

Exercice 23 : [énoncé]

Montrons que la série étudiée est divergente. Notons S, la somme partielle de rang
n de cette série. Nous allons construire deux suites (a,,) et (b,,) de limite +o0o telles
que Sy, — S,, ne tend pas zéros ce qui assure la divergence de la série étudiée.
Soit n > 1 fixé. Les indices k vérifiant

2nm —

%é\/%éer-&-g

sont tels que

Re(ei‘/g) > L

S

Posons alors

an = E ((2n7 — 7/4)°) et b, = E ((2n7 + 7/4)°)

On a
bn VR
Sb, — Sa,
k=a,+1 \/E
et donc par construction
b
1 ~ 1
Re (Sp, — > — —
( V2, VEk
An+1

Puisque la fonction ¢ +—+ 1/4/f est décroissante, on a la comparaison intégrale

bn, k+1 dt

Re (Sh, — Sa.) %kgﬂ/ ——\f(\/b 1= Va, 1)

Or
— b, — an, 2n? T
b + 1 Y a + ]. = ~ — —
" " Vb, + 1+ Va, +1 dnm 2
donc Sy, — S, ne tend par 0 et 'on peut conclure que la série étudiée diverge.

Exercice 24 : [énoncé]
Quand z — 0, on a

Vial =|z] -2 |m|—|—0<1‘3/2)

14+
On en déduit

(=D"/n" (=D"/n®
un:/ \/|x|dx—/ x\/|xdx+o( 5a/2)
0 0

_(=Dr2 2 1
Un = 3n3a/2  5p5a/2 +o nba/2

Par le critére spécial des séries alternées, la série de terme général (—1)"/n3®/2
converge et par équivalence de séries & termes de signe constant, la série de terme

général
2 1 2
“epparz T O\ parz | Y TEppars

converge si, et seulement si, 5a/2 > 1.
On en déduit que la série de terme général u,, converge si, et seulement si,
a>2/5.

Par parité

Exercice 25 : [énoncé]
Supposons la convergence de la série Y u,.
Pour tout n € N

n n 2n+1 “+o0
E E (uok + uzps1) = E up, < E U,
k=0 k=0 k=0 k=0
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Puisque Y v, est une série & termes positifs dont les sommes partielles sont
majorées, celle-ci converge.
Supposons la convergence de la série Y v,. Pour tout n € N

[n/2] +o0

n
Zuk < Z v < ka
k=0 k=0

k=0

Puisque Y u, est une série & termes positifs dont les sommes partielles sont
majorées, celle-ci converge. En substance, on observe aussi

“+oo +oo
D un=) v
n=0 n=0

Exercice 26 : [énoncé]
On exploite les comparaisons

1
max (Un, Un) < Up + Uny \/UnUp < §(Un +vn)
(obtenue par 2ab < (a? + b?))
et UV u
n“n — n <
Un+0n up o "

Par comparaison de série a termes positifs on peut alors conclure.

Exercice 27 : [énoncé]
Puisque 2ab < a® +b% on a

(un + un+1)

V UnUn41 g

or Y up et Y uyy1 convergent done, par comparaison de séries a termes positifs,

> /Unlint1 converge.

DN | =

Exercice 28 : [énoncé]
On a immédiatement (i)=-(ii) par comparaison de série a termes positifs sachant

1
Vanni1 < 5 (an + ani)

La réciproque est fausse, il suffit pour ’observe de considérer la suite a donnée par

1

agp = 1et a2p4+1 = ]?

Exercice 29 : [énoncé]

a) Si £ > 1 alors a partir d'un certain rang {/u, > 1 et donc u,, > 1. Il y a
divergence grossiere.

b) Si ¢ < 1 alors, en posant o = (14 ¢)/2, on a £ < a < 1 et & partir d’'un certain
rang

Yu, < a

donc
Uy <

Or la série de terme général a™ est convergente car o € [0, 1] et donc Y uy, est
absolument convergente.

¢) Pour w,, = 1/n, ¢/u, =n~Y" = 1 et pour u, = 1/n?, ¢/u, =n"%" — 1 alors
que dans un cas la série diverge et dans l'autre la série converge.

Exercice 30 : [énoncé]
Puisque
Un

- 1+ u,

U’IL

€ [0,1] et u, =

v
" 1—wv,

on a u, — 0 si, et seulement si, v,, — 0.

Siuy, /0 alors v, /0 et les deux séries divergent.

Si u,, — 0 alors v,, ~ u,, et donc les deux séries sont de méme nature.
Dans les deux cas, les séries sont de méme nature.

Exercice 31 : [énoncé]

a) Si Y u, converge alors u, — 0 et v, ~ u, donc > v, converge par équivalence
de série a termes positifs. Si > v,, converge alors v, — 0 et aisément w,, — 0 donc
Un ~ Uy et on conclut comme ci-dessus.

b) Si Y u, converge et est de somme S alors v, ~ u,/S et on peut conclure.

Si Y uy, diverge alors

N

Uiy
E In(l-v,)=In—MMm— — —©
s ( n) wup e+ Uy,

Si v, =0, In(1 —wv,) ~—v, donc Y v, diverge car les séries sont de signe
constant.
Si v, /A0, > v, diverge grossiérement.
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Exercice 32 : [énoncé]
Supposons la série " v, convergente. On a v, — 0% donc 1 + n?u,, — +oo et on

en déduit 1

n2u,,

U ~
puis
1
V UnUp ~ —
n

Par comparaison de séries a termes positifs, il y a divergence de la série >/t 0p,.
Or, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz

n 2 n n n —+o0
E Vugvg | < Up, v < E ung Vg
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

On en déduit la divergence de la série Y u,,.

Exercice 33 : [énoncé]
Par permutation de sommes

n=1 k=1n=k
donc N N N N
L 1 N+1—k
;%:’;kuk;(n—HJ -y Mk,

et donc

N N

Zvn - ZUk; —NUN

n=1 k=1

Supposons que la série Y wu,, converge
Puisque Y v, est une série & termes positifs et que ses sommes partielles sont
majorée car

N +oo
E Vp < E up < E U
n—1 k=1 k=1

la série > v, converge.
Supposons que la série Y v, converge.

On a
n n
nv, = E U — E Vi
k=1

donc par croissance des sommes partielles d’une série a termes positifs, la suite
(nv,) admet une limite £ € RU {+o0}.

Si cette limite est non nulle, la série Y v, diverge ce qui est contraire &
I’hypothese initiale. On en déduit

nv, — 0
donc
N N “+o0
Zuk = Zvn—i—Nun — E Vp,
k=1 n=1 n=1
Ainsi Y u, converge et

“+oo “+oo
D un =) v
n=1 n=1

Exercice 34 : [énoncé]
Pour n > 2, on observe

1-1/
n

a, " <2, & an =

on
et donc

1 1
al /" < max(2a,, 7(2@171/”) <2 (an + 271)

Par comparaison de séries a termes positifs, on peut conclure a la convergence de
1-1/n
an .

Exercice 35 : [énoncé]

La série de terme général u,, est convergente.

En effet, puisque Y a,, converge, a,, — 0 et donc il existe un rangN € N tel que
Vn > N,a, <1

En posant M = aga; ...an_1, on peut écrire pour tout n > N

0<u, < May...an—10, < Ma,

Par comparaison de série a termes positifs, on obtient la convergence voulue.
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Exercice 36 : [énoncé]
Puisque la suite (S,,) est croissante

0< v, < S0 — 0
et donc v, — 0. On en tire
oy Snn
vp ~In(l1+wv,) =In g = In(Sy+1) — In(Sy,)

La série Y u, converge si, et seulement si, la suite In(S,,) converge et donc si, et
seulement si, la série télescopique Y (In S, 11 —InS,,) converge. Par équivalence

de série & termes positifs, cela équivaut a affirmer la convergence de la série > v,,.

Exercice 37 : [énoncé]
Si > u, converge alors en notant S sa somme (strictement positive), v, ~ u,/S
et donc Y v, converge.

Supposons désormais que > u,, diverge et montrons qu’il en est de méme de Y v,,.

Par la décroissante de ¢t +— 1/t, on a

/S" dt Sn - Pn—1 Un,
— < —
S. t Snfl Snfl

n—1

En sommant ces inégalités

Sl t = Skfl

k=2

s
nodt
/ —=InS, —InS; - +©
S t

1

car S, — 400 donc par comparaisony | z*=— diverge.
o

Puisque

1

Uy, Up, 1

= =
Sn_1 Sy — Uy "1 -,
Si v, A0 alors 3 v, diverge.
Si vy, — 0 alors vy, ~ 5= - et 4 nouveau Y v, diverge.
Finalement Y u, et > v, ont la méme nature.

Exercice 38 : [énoncé]
u, = R,—1 — R, et la décroissance de t — 1/t,

/Rn-l dt _ Ruoi =R _ un
R, t R, Ry

On a .
n—1
/ %zlan,l—lan

n

s N oy Rn71 dt . .
donc la série a termes positifs . || R, T diverge car In R,, — —oo puisque
R, — 0.

Par comparaison de séries & termes positifs, > u, /R, diverge.

Up, Unp, U, 1

Rn B Rn—l — Un B Rn—l 1- un/Rn—l

Si u,/Rn—1 /0 alors > wu,/R,—1 diverge.
Si u,/R,—1 — 0 alors R“"il ~ 7> et donc >y /Ry—1 diverge encore.

Dans tous les cas, > u,/R,_1 diverge.

Exercice 39 : [énoncé]

Posons
Un+1 — Un

Un

Up =

Si (uy,) converge alors, en posant £ sa limite,

1
Up ~ - (Un+1 - un)

1

et puisque la série a termes positifs > (up+1 — un) converge, il en est de méme de

> op.
Si (uy,) diverge alors u, — +o0.
Par la décroissance de t — 1/t,

_ it dt
Unt1 7 Un o / — =In(uns1) —In(un)
Unp, u t

n

Puisque In(u,) — 400, la série a terme positif Y (In(up41) — In(u,)) diverge et

donc > v, aussi.
Finalement, la nature de la série Y v, est celle de la suite (uy,).

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 17 février 2015

Corrections 31

Exercice 40 : [énoncé]
a) Puisque la série Y a,, converge, on peut introduire sa somme

—+oo
{= Z an,
n=0

Les termes sommés étant strictement positifs, on a £ > 0 et S,, — ¢ donne alors
Sy~ L.

On en déduit
(025 an

n In
Sn L

La série Y a,, converge, donc »  a,, /¢ converge aussi et par équivalence de séries a

termes positifs, on peut conclure & la convergence de la série Y a,,/Sp.

b) Comme les termes sont positifs, on a S, > S,_1 et donc

QA Sp — Sn—1 1 1

57721 = Snsnfl B Snfl Sn

La série & termes positifs > a,, étant supposée divergente, la suite (.5,,) tend vers
+o0 et donc 1/5,, — 0.
La nature de la série Y u, — u,—1 étant celle de la suite (u,), on peut affirmer la

convergence de la série
Yo
Snfl Sn

puis celle de Y~ a,,/S? par comparaison de séries & termes positifs.
¢) On peut écrire

0'7”: Sp — Sn—1 —1_ Sn—1

S S Sh
Si (Sp—1/Sn) ne tend pas vers 1, la série étudiée diverge grossiérement.
Si (Sp—1/Sn) tend vers 1 alors

et donc
a
= ~InS,—-1InS,_;
n
La suite (In.S,,) diverge, donc la série > In S,, —In S,,_1 diverge aussi et, enfin,
> an/S, diverge par argument de comparaison de séries & termes positifs.

Exercice 41 : [énoncé]
a) Pour x assez grand, on a

of(x)
@ !
donc @) )
@)~z

En intégrant, il existe une constante 3 tel que
Inf(z) > —lnz+p

et alors c
flz) > = avec C =¢? >0
T

Par comparaison de séries a termes positifs, on peut affirmer la divergence de

> f(n)

n>1
b) Soit un réel a > 1 tel que ¢ < —a. Pour x assez grand, on a
i

of@)

f(z)
et donc

f'(@) < @

f(z) x

En intégrant, il existe une constante 5 tel que
Inf(z) < —alnz +

et alors o
flz) < — avec C =¢” >0
x

Par comparaison de séries a termes positifs, on peut affirmer la convergence de

> f(n)

n>1

Exercice 42 : [énoncé]
a) On applique le critére spécial.
b) Par décalage d’indice sur la deuxiéme somme

“+o00 “+o0 “+o0
(=" (=1 (=D*
Ry + Ryy1 = = ———
A D D D D e DD k(k+ 1)
k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1
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¢) Puisque
(-1
R,—R =—
) n—+1 n +1
on a
n too
op _ (CD" (-1
n+1 W k(k+1)
Or par le critére spécial
1
> =o(k)
k=n-+1 k n
donc (_1ym
1
R, ~
2n
d) Comme
( 1>n+1 1
R, = O|—
2n * n?

la série > R, est convergente.

Exercice 43 : [énoncé]
A partir du rang n = 2, on peut applique le critére spécial des séries alternées. Le
reste étant majorée par la valeur absolue du premier terme

+oo
x—nz::o (2n) =1—4+r

avec |r| < %4 donc z < 0.

Exercice 44 :
Par découpage

[énoncé]

+o0  L(n+1)7w sint
S
n=0""

Ii/ sin(nm + ¢ dt
nmw+t

donc par translations

puis la relation proposée.
I se percoit alors comme somme d’une série vérifiant le critére spécial des séries
alternées, sa somme est donc du signe de son premier terme a savoir positif.

Exercice 45 : [énoncé]
a) En notant S la somme de la série, Sa,, —
b) On a

Sp—=5—-5=0.

2n
E Ug 2= NUap

k=n-+1

De plus nug, > 0 car la suite (u,) décroit et tend vers 0 (car la série converge).
Par encadrement nus, — 0 puis 2nus, — 0
¢) De plus

0 < (2n+ Dugps1 < 2nugy, + ugy — 0

donc on a aussi (2n + 1)ug,41 — 0 et finalement nu,, — 0.

Exercice 46 :
Posons

[énoncé]

n
§ : e

n = k Uk
k=1

Par la décroissance de la suite (u,), on a

n n
E kY uy, > E n%ug, = n®tlug, >0
k=n-+1 k=n+1

Puisque la suite (S,,) converge, Sz, — S, — 0 et on en déduit (2n)**tus, — 0.

Puisque

(2n + 1)af!
(2n)atl

N

0<(2n+1)* Mg, < (2n)2 Ly

on a aussi (2n + 1)0‘+1uQn+1 — 0 et on peut donc conclure n®+ty,, — 0.

Exercice 47 : [énoncé]

Posons v, = > up —nu,. On a
k=1

Upt1 = Un = N(Un — Upt1) 20
La suite (vy,,) est croissante et majorée donc convergente. Posons ¢ sa limite.
On a

1
Up — Un+1 = n (vn—i-l - 'Un)

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 17 février 2015

Corrections 33

donc
—+o0 —+oo 1 1 +oo
Z (up — Ups1) = Z T (Vg1 — k) < - Z (Vk41 — k)
k=n k=n k=n
ce qui donne
1
n < - g_ n
n < (0= )

n
On en déduit 0 < nu, < £ — v, et donc nu, — 0 puis > up — £.
k=1
Finalement Y w, converge.

Exercice 48 : [énoncé]

La fonction x +— 1 — cosz — x est négative sur [0, +00[ et ne s’annule qu’en 0. Par
conséquent, la suite (u,) est décroissante, or elle est clairement minorée par 0
donc elle converge. Sa limite annulant la précédente fonction ne peut étre qu’étre

0. Puisque
X
Upt1 = 2 sin? ?n

on a
< 2
Upn+1 & U,

DN =

Par suite u, = O (1/2") et donc la série Y u,, converge.

Exercice 49 : [énoncé]
Par étude de point fixe de la relation de récurrence, la valeur

(= (1+v5)/2

est la seule limite possible de la suite (u,) qui est clairement & termes positifs.

|tn, — ¢ 1

gf
VIitu, +V1+£0 2

donc u, = O(1/2™) et ainsi la série converge.

[Unt1 — L] = |un — £

Exercice 50 : [énoncé]
a) La suite étudiée est bien définie et & termes tous positifs. On en déduit
e Un 1

<
n+1 n+1

0<Un+1 =

et donc par encadrement u,, — 0.
b) Pour n > 1, on peut écrire v, = e "~ et alors v,, — 1 par composition de
limites.
¢) On en déduit
U, ~ 1/n

La série Y u, est alors divergente par équivalence de séries & termes positifs.
On a aussi

un: =

e~ Un—1 - 1 —tup_1 + o(tp-1) _ 1 1 !
n n noon

donc

(=1)"u, = (_i)n +0 <1>

n2

La série > (—1)"/n converge en vertu du critére spéciale et Y O(1/n?) est
absolument convergente par argument de comparaison. Par opération sur les
séries convergentes, la série Y (—1)"u,, converge.

Exercice 51 : [énoncé]

La suite (a,) est décroissante et minorée par 0 donc convergente. En passant la
relation de récurrence a la limite, on obtient que (a,) tend vers 0.

Puisque

2 2
1 1y —any N 1
2 2 2,2
an+1 an anan+1 3

on obtient par le théoréme de Césaro

1’5 1 1) 1
n 2 ai 3

A1
puis

11 1

na? 3
Finalement a,, ~ % et la série étudiée est divergente.

Exercice 52 : [énoncé]
a) Aisément la suite est strictement positive, décroissante et de limite ¢ € [0, 7/2]
vérifiant sin £ = £.
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b) Upt1 — up est le terme général d’une série télescopique convergente. Or
Upt1 — Up ~ —%ui donc par équivalence de suite de signe constant, on conclut.
¢) Inupy1 — Inw, est le terme général d’une série télescopique divergente. Or
In i1 — Ny ~In (1= fu?) ~ —2u2 donc par équivalence de suite de signe

6 Yn
constant, on conclut.

Exercice 53 : [énoncé]

La suite (uy,) est & terme strictement positifs car ug > 0 et la fonction

2+ In(1 + z) laisse stable I'intervalle |0, +oo].

Puisque pour tout z > 0, In(1 4+ z) < z, la suite (u,) est décroissante.
Puisque décroissante et minorée, la suite (u,,) converge et sa limite ¢ vérifie
In(1+ ¢) = ¢ ce qui donne ¢ = 0.

1 1

1,2
Up — Up41 §u7l N 1

Uptl  Up UpUp i1 u? 2

Par le théoreme de Cesaro,

et donc
On en déduit u, ~ % et donc la série de terme général u,, diverge.

Exercice 54 : [énoncé]

a) La suite (a,,) est bien définie et & termes positifs puisque pour tout = > 0,
1—e™™2>0.

Puisque pour tout z € R,e” < 1+, on a an41 < a, et la suite (a,) est done
décroissante.

Puisque décroissante et minorée, (a, ) converge et sa limite ¢ vérifie £ = 1 —e~*.
On en déduit ¢ = 0.

Finalement (ay) décroit vers 0.

b) Par le critére spécial des séries alternées, > (—1)"a,, converge.

c) Puisque a,, — 0, on peut écrire a,11 =1 —e % =a, — £a2 + o(a2).

Par suite a2 ~ —2(ap11 — an).

Par équivalence de séries a termes positifs, la nature de la série de terme général
ai est celle de la série de terme général a,+1 — a, qui est celle de la suite de
terme général a,. Finalement Y a2 converge.

d) La nature de la série de terme général In(a,+1/a,) est celle de la suite de
terme général In(ay,,). C’est donc une série divergente. Or

n 1 1
In (aa:l> =1In (1 — 50n + O(an)) ~ =5 an

Par équivalence de série de terme de signe constant, on peut affirmer > a,
diverge.

Exercice 55 : [énoncé]
a) Upt1 — Up < 0 et uy, €]0,1[ pour tout n € N donc (u,,) converge et la seule
limite possible est 0.

N N
2 2 E
Uy = Up — Upt+1 = U)g — UNL1 —7 UQ
n=0 n=0

2
donc > uz converge et

+oo

§ : 2 _
U, = Ug

n=0

N N "
Zln(l —up) =1n (H n+1> =2
Un Uo
n=0 n=0
donc la série numérique > In(1 — wu,) diverge.
b) Puisque
In(1 — up) ~ —uy

Par équivalence de séries a termes de signe constant, > u, diverge.

Exercice 56 : [énoncé]
Dans le cas o uy = 0, la suite est nulle.
Dans le cas ot ug = 1, la suite est nulle a partir du rang 1
On suppose désormais ces cas exclus.
a) La suite (u,) est & termes dans |0, 1] car I'application z — z — 22 laisse stable
cet intervalle.
La suite (u,) est décroissante et minorée donc convergente. Sa limite ¢ vérifie
¢ =1{—1?et donc ¢ =0.
Finalement (u,) décroit vers O par valeurs strictement supérieures.
1 1 Up — Un+1 u%

- — = = — 1
2 u:TSL

. =

Un+1 Un, UnUn+41 U
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Par le théoréme de Cesaro,

—1
15 1 1
()
n Ukl Uk
et donc ﬁn — 1.

On en déduit que u, ~ % et donc Y u,, diverge.

b) Comme ci-dessus, on obtient que (u,) décroit vers 0 par valeurs strictement
supérieures.

« « [e%
1 _ 1 _un—unﬂwaun_)a
« «
Upyr UG (Untny1)® Up 41

Par le théoreme de Cesaro, # — « et donc
n

A

Up ~ —F—
n nl/a

avec A > 0.

Si a€]0,1][, > uy converge et si a > 1, > u, diverge.

Exercice 57 : [énoncé]
La suite (u,) est croissante.
Si (uy) converge alors sa limite ¢ est strictement positive et

ap, ~ (Upp1 — Up)

est le terme général d’une série convergente par équivalence des termes généraux
de signe constant.
Si 3" a, converge alors

0 < Upy1 — Up < ap/ug

donc par comparaison la série de terme général u, 1 — u, converge et donc (uy,)
converge.

Exercice 58 : [énoncé]

Posons v, = uf. La suite (v,,) vérifie v, € ]0,1] et v,,41 = sin(v,) pour tout n € N.
Puisque la fonctlon sinus laisse stable 'intervalle ]0, 1], on peut affirmer que pour
tout n € N, v, €]0,1].

De plus, pour z > 0, sinz < z donc la suite (v,,) est décroissante.

Puisque décroissante et minorée, (v,,) converge et sa limite ¢ vérifie sin ¢ = ¢ ce qui
donne £ =0

Finalement (v,) décroit vers 0 par valeurs strictement supérieures.
On a

1,3

1 1 (vp— vn+1)(vn+1 +v,)  GUn X 20, . 1
2 .2 T 2 ~ 1 2
Un+1 Un v 'Un+1 v, 3

Par le théoreme de Cesaro,

1 n—1 1
J— %7
"Z (Uk+1 1%) 3

k=0

et donc ml)% — 1. On en déduit v, ~ nl—\/i puis
A
Un ™ TR
avec A > 0.

Pour g €10,1/2[, > v, converge et pour § > 1/2, > v, diverge.

Exercice 59 : [énoncé]
a) Notons la suite (u,) est bien définie, strictement positive et croissante.
Sia>1,ona

puis par récurrence

Ainsi (u,) converge.
Si (uy,) converge. Posons ¢ = lim u,,, on observe £ > 0. On a

1 1

Up+1 — Up = ~ —
54

N*Usp,

or la série de terme général u,, 1 — u,, est convergente donc o > 1.
b) On suppose a < 1. On a

2 1 2

2 2
U - U, = — —
n+1 n no n2ocu72I no

donc par sommation de relation de comparaison de séries a termes positifs

divergentes
"1
2 Z
k=1

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement -

dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 17 février 2015

Corrections 36

or par comparaison série-intégrale,

1 nl—a
quand a < 1
-«

et

"1
ZE ~1Inn quand a =1
k=1

On conclut alors

Up ~

sia<letu,~V2lnnsia=1
11—«

¢) On suppose « > 1. Posons v,, = u,, — £. On a

1 1
Un+1 — Un = neu, ~ noy

donc par sommation de relation de comparaison de séries a termes positifs

convergentes
Ji:.o :
Vg41 — VU = —Up ~ E ~
h + Eno‘ a—14¢no-t
=n

puis

Exercice 60 : [énoncé]
On a

1 ! ~ Inz+1
rlnz)  (rlnz)?
La fonction x + 1/ Inz est décroissante sur |1, +0ool.
On en déduit

1 N+ qe
> 2/2 g = (N +1) —Inln2 — +o0

Exercice 61 : [énoncé]
Par comparaison avec une intégrale

/" lnt z": lnk
1

k=1

Or par une intégration par parties on obtient

/n (Int)?dt ~ n(Inn)?

1

donc 0 < < v, avec

_
n(lnn)?

On peut alors conclure que la série des u,, converge absolument par comparaison
avec une série de Bertrand.

Unp ~

Exercice 62 : [énoncé]
Notons que les termes sommés sont positifs.
La fonction x — aV® est décroissante donc

n
V" </ aVedz
n—1
puis

n n vn
Zaﬂél—i—/ aﬁdle—&—Q/ ua*du
=0 0 0

or f0+°o ua®du est définie donc

Z aﬁ < +00
n=0

Exercice 63 : [énoncé]
Puisque x — 2 est décroissante

k1 dx 1 kodx
—= < 1.2 < 2
k k k—1 %

T dx RE | T g
LSy ws] o

+1 k=n+1

donc

d’ott Pon obtient : u, ~ 1/n.
Il y a donc divergence de la série de terme général u,,.
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Exercice 64 : [énoncé]

Puisque 2 +— - est décroissante

moc
/"“ dz ! </" dz
&L < qar
n xe n n—1 e

oo dg oo dg
[ e [
N+1 ¥

donc

N ¢

d’ou 'on obtient :

1
R, ~
(a —1)n>—1
puis
R, 1

S, ~ (a —1)Seeno—1

La série ) % converge si, et seulement si, a > 2.
n
n>=1

Exercice 65 : [énoncé]
On a

U, Snoqt
Ta S T
Sn Sn—1 3

P, </SP dt 1 1 1% < o
L R < 00
S s, t* a—l[tol]g Ta—1

n=1

donc

La série a termes positifs est convergente car ses sommes partielles sont majorées.

Exercice 66 : [énoncé]

Puisque z — - est décroissante

Ta
/+oodx<+001 <1+/+°Od$
1 T = ‘ ka = 1 T

k=

donc

Par suite (o — 1){() - 1.

Exercice 67 : [énoncé]
a) Par croissance de la fonction /2

k+1

k
Vidt < Vk < Vidt

k—1 k

donc
n

n n+1
/ Vidt € \/Eg/ Vidt
0 1

Eo

=1

et on conclut aisément.
b) On a

Inn! = Zlnk
k=1

et, par croissance de la fonction In,,

k k+1
/ lntdtglnkg/ Intdt
k—1 k

donc
n n+1
/ lntdtglnnlg/ Intdt
1 1

puis on peut conclure.
c¢) Par décroissance de la fonction  — 1/zlnx sur [1/e, +00],

/’““ dt 1 /’“ dt
k thlt klnk k—1 tlnt

n+1 n n
/ dt < Z 1 g/ dt
9 tint — klnk ; tlnt

k=2

donc

puis on conclut via

dt ‘e

Exercice 68 : [énoncé]

—+o0
Notons que ;795 ~ 57 donc } %5 existe.
n=1
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La fonction = +— xzaﬁ est décroissante sur [0, 400 donc par comparaison

série-intégrale
N
N+l e “ N, .
SIS < S
1 22 +a2 " 1n2+a2\ 0 %+ a?
n=
puis sachant
a x
— 5 = arctan — + ce
¢ +a a

on obtient

arctan

1 & . N
—arctan — < < arctan —
a T; n2+a2 a

Quand N — 400,
“+ o0

T 1 a T
— —arctan — < —_ —
2 a\;n2+a2\2

Par le théoreme des gendarmes,

+oo
. a T
hm E —_— = =
a—+oo n? + a2 2

Exercice 69 : [énoncé]
On a

b(n+1) 1 &
An:a—kT, InB, = ﬁkz_:lln(a—f—bk)

Posons f(t) = In(a + bt) fonction croissante.
A laide d’'une comparaison série-intégrale

> f(k) =nln(a+bn) — n+o(n)

n

k=1
donc B .
n 3" =M B, ~ A, =n <cf—|:’_lm7;2> —1+0(1) > n2-1
puis
B 2
A, e

Exercice 70 : [énoncé]
a) a) Une comparaison série intégrale est inadaptée, f n’est pas monotone comme
en témoigne ses changements de signe. En revanche :

n+1
w= [ @) fn)do
n
Or par le théoreme des accroissements fini,

f(@) = f(n) = f(cs)(x —n)

avec ¢, € |n, z|.
Apres calcul de f/(z), on en déduit

1 2

puis u, = O (#)
b) La série de terme général f:H f(t)dt diverge car [ f(t)dt = 3sin (n!/?)
diverge. En effet si sin (nl/ 3) convergeait vers £ alors par extraction sin(n) aussi et

COS n1/3
il est classique d’établir la divergence de (sin(n)). On en déduit que > %

diverge.
c¢) Il suffit de reprendre la méme étude pour parvenir a la

mémeu,, = f:ﬂ f(x)dx — f(n) conclusion.

Exercice 71 : [énoncé]
a) La fonction f’ est bien définie et continue par morceaux sur [1,4oo].

On a

cos(lnzx) — sin(ln x)

f'z) =

22
et donc

F@) < >

2
x
La fonction o + 1/22 étant intégrable sur [1, +oc], il en est de méme de f’ par
domination.
b) Par intégration par parties

[ swa=ie-@-vren. - [ a- oo

donc

wl< [ @-@-vlrolas [ rol
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L’intégrabilité de f’ permet d’introduire f |f/(t)] dt et d’affirmer que les
sommes partielles de la série Y |u,| sont majorées via

N

N “+o0
nl < ! dt < ! d
§]u||m+[ um\t|m+[ ()] dt

La série > u, est alors absolument convergente.

¢) Par I’absurde, supposons que la suite (cos(lnn)) converge. La suite extraite
(cos(In2™)) = (cos(n1n2)) aussi. Notons ¢ sa limite.

Puisque

cos((n+1)In2) + cos((n — 1) In2) = 2 cos(nIn2) cos(In 2)

on obtient & la limite 2¢ = 2¢ cos(Iln 2) et donc £ =0
Puisque
cos(2nIn2) = 2cos*(nln2) — 1
on obtient aussi & la limite £ = 2¢%2 — 1 ce qui est incompatible avec £ = 0.
d) Puisque
f(#)dt = — cos(Inn) + cos(Iln(n — 1))

n—1

La divergence de la suite (cos(Inn)) entraine la divergence de la série

X fuoy F(2)dt
Enfin, puisque la série > u,, converge, on peut alors affirmer que la série > f(n)
diverge.

Exercice 72 : [énoncé]
a) Posons

n+1
un=/' f(t)dt — f(n)

n+1
wal < [ 110 = £

=] [ read < [1rwias [ ) a

n+1
|un|<t/' ()] du

Or pour tout ¢ € [n,n + 1]

et donc

Sachant que la suite (f;"|f/(u)| du) converge, la série 3 [” "1 £ (w)] du converge
et, par comparaison de séries & termes positifs, on peut affirmer que la série > wu,
est absolument convergente.

Puisque
k+1 n+1 n
Z/ dt—uk—/ t)dt—Zuk
1 —

la convergence de la série Y- f(n) équivaut & celle de la suite (" f(¢)dt).
b) Introduisons
sin v/t
t

fit—

La fonction f est de classe C! sur [1, +oo et

g B0 ()

) 2

est intégrable sur [1, +ool.
La convergence de la série étudiée équivaut alors a la convergence quand n — +00

de _
/ sin v/t d
1 t

" sin/t Vi siny
/ Vi gy —
1

En posant u = v/t

2
t 1 u

du

dont la convergence quand n — +0o0o est bien connue (cf. intégrale de Dirichlet).

Exercice 73 : [énoncé]

La fonction fest continue, strictement décroissante et de limites +o00 et 0 en n et
+00. On en déduit que f,, réalise une bijection de |n, +o00[ vers ]0, +0o[. Ainsi,
pour tout a > 0, il existe un unique xz,, > n vérifiant f,(z,) = a.

On a

n

Todt
+14y) = ——=In(1+
fa(n v) Zn+1—i—y k Zk+y Z/le—y /0 t+y n(

k=1

Pour y =

e“ er—1>

Fn+1+y) <In(1+ (e —1)) =

et par suite

-1
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Aussi
n + y
k=0

Pour y = "5, f(n+y) > a et par suite

On en déduit

Exercice 74 :
On remarque

[énoncé]
—+oo
1 k
T a% - _
() 120 ()
avec p : z — Sel/T

La fonction ¢ est décroissante en tant que produit de deux fonctions décroissantes
positives. Par suite

(k+1)/n 1 k k/n
/ pt)dt < —¢p (> < / p(t)dt
k/n n n (k—1)/n

En sommant et en exploitant I'intégrabilité de ¢ au voisinage de +oo

+oo 400 +oo
—e/tdt < —pl -] <
/1 t2 Z" n (n—1)/n ¢ e°

k=n

l/t dt

Or

+oo 1 +00 +oo 1 +00
/ —2e% dt = {—el/t} =e—1let / —Qe% dt = {—el/t} —e—1
1 t 1 (n—1)/n t (n—1)/n

n

Par encadrement

Exercice 75 : [énoncé]

La fonction t — f(e™*) est décroissante et positive donc, par théoreme de
comparaison série intégrale, I'intégrale fOJrOO f(e7") dt et la série > f (e™") ont
méme nature.

Par le changement de variable C! bijectif u = ef, I'intégrale f0+°° fle™t) dt a
méme nature que f1+°° Ly (1) du

La fonction u +— % f (%) est décroissante et positive donc, par théoreme de
comparaison série intégrale, 'intégrale f;roo % f (%) du et la série Y % f (%) ont
méme nature.

Exercice 76 : [énoncé]

+oo
La convergence de > % s’obtient entre autre par le critere d’Alembert puisque
k=0

1

k—|—1 k— o0 <

1/(k +1)!
R

On peut alors majorer le reste de la série en prenant appui sur une somme
géométrique

X1
Zg<

< 1 n 1
! 2
Wo nl\n+1 (n+1)

Loyt 11
7n!n+11—1/n+17n.n!

Notons que raisonner par récurrence ne marche pas.

Exercice 77 : [énoncé]

Selon que a < 0 ou « > 0, on encadre 1/k% en exploitant la monotonie de
x> 1/xe.

Sachant que

dt 1
— 7151 *+C%* —— 400
te 1— t——+o0

"1 =n
kgl?l

on obtient

Exercice 78 : [énoncé]
Puisque la fonction z +— w% est décroissante

/”“ dx ! </” dx
&L ar
n T« ne n—1 e
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donc

d’ou 'on obtient

Exercice 79 : [énoncé]

n

1 1 1 . PEPSN o . 1

eyl et k2>:1 % est une série a terme positif divergente donc S, ~ kz_:l £~ Inn.
> -

Pour étre plus précis,

SN R 1 1\ «— Vk

or

VE 1
k2 + k\/E k3/2

et est donc le terme général d’une série convergente.

Ainsi S, — > + — C’ d’'ou
k=1
Sp=Inn+ (y+C')+o(l)=Inn+C+o(1)
Exercice 80 : [énoncé]
kzi T~ 1712 donc la série de terme général khi % est absolument convergente. Par

suite (S,) converge

+o0

C=Su= 3, >
2

k=n-+1 k + f k= n+1

car Yy, k% est une série a termes positifs convergente.
k>1
=1

Par comparaison série intégrale ) ;5 ~ - et on peut conclure comme

k=n-+1

annonceée.

Exercice 81 : [énoncé]
Par une comparaison avec une intégrale, on sait déja

k2 n
k=n+1
Il reste a déterminer un équivalent simple de la différence
k2 n
k=n+1

Sachant q est le reste de rang n de la série convergente

> (e - %) =

Zkz Y

k=n-+1

Par équivalence de reste de séries a termes positifs convergentes

d L
-k
k=n-+1
Par comparaison avec une intégrale
1
dn 1
2n

Finalement

D R B
k2 n  2n2 n?

Exercice 82 : [énoncé]
a) Pour o > 1, la série de terme général 1/n® converge et si 'on pose

"1
Sn=) 1=
k=1
on observe

+oo
Z kfaisgn sﬁz Zkia:o
k=1

k=n-+1
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Pour o = 1, on introduit les sommes partielles harmoniques Or ) ) )
n{l-—)=—=+0

- _Zn:l n( 3k> 3k <k2>
" Pt k donc
N Il o 1 1

En notant v la constante d’Euler, on peut écrire In uy, = 3 k +2.0 <k;2> Y Inn+C+o(1)

k=1 k=1
Hy =Inn+v+o(1) car . + =Inn+~vy+o(l)et Y O(5) est une série convergente.
k=1 n>1
et alors 2 b) Puisque
1/3
Z E:Hgann:th+O(1)4)th ln(n/un)—>6
k=n+1 on a 5
b) Par I’égalité de Taylor avec reste intégral, on peut écrire Uy, ~ 617/3
n

T —¢ 2
sinz =x + (bl sin® (¢) dt
0 2!
Puisque
vt e R,sin® (t) = —cos(t) € [~1,1]

on a
(x —t)?

xr
Vo > 0,sinx > x—/
0
D’autre part, il est bien connu que
Vo > 0,sin(zr) <z

On en déduit

k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1

En vertu de ce qui précede, on obtient

2n
. (1
HEIEOO E sin (k) =In2

k=n-+1

Exercice 83 : [énoncé]
a) On a

- 1
Inu, =S In(1-—
nu kgn( 3k)

et donc la série de terme général u,, diverge.

Exercice 84 : [énoncé]

Posons n
1
Pn:ﬁH(3k—1)1/”>O

k=1
On a

1 n

In(P,) == In(3k—1)—Inn
n
k=1

Par comparaison série-intégrale

n

n n+1
2+ / Mm@t —1)dt<S I3k —1) < / (3t — 1)dt
1 1

k=1

Or
/ In(3t —1)dt =
1

et donc

3n—1

InBn—1)—n+C=nlnn+ (In3—1)n+ O(lnn)

Zln(?)k —1)=nlnn+ (In3—-1)n+ O(Inn)
k=1
On en déduit
InP, ——In3-1
n—-+oo

puis

P, — -
(§]
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Exercice 85 : [énoncé]
a) Avec convergence des sommes engagées

2  f>

RO | 1 ™
;k(nk+l) Zk2+z< ke(nk + 1) nk?):()’n_kz_lnk?(

et N N
X 1 1 1
0 —
kznkQ(nk—G—l n? kgk
donc

b) Par décomposition en éléments simples et télescopage

g’f;_zf 11\ _1{¢-1 In
kzlk(n—kkj)_n k n+k _nk:lk

k=1

Exercice 86 : [énoncé]
nyp est bien défini car H,, — +o0.
La suite (n,) est croissante et évidemment non majorée donc

np — +00

Par définition de n,, on a
Hn P b P an—l

p

Or

H,=Inn+~+o(1)
donc

Inn, +v+o(1) 2p>In(n, —1) +v+o0(1)
Puisque
In(n, — 1) =Inn, + o(1)
on obtient
=Inn, +v+o0(1)

puis

n, = en—'y-i—o(l) ~ e

Exercice 87 : [énoncé]
a) Puisque
P

- — +00
n p—+oo

on peut affirmer que ’ensemble

P 1
{peN,Zn>J’}
n=1

est une partie non vide de N. Celle admet donc un plus petit élément, noté @;.
b) Par définition de ®;, on a
&;

i<y

n=1

S|

Or, par comparaison avec une intégrale
P &
1 i dt
n 1 4
n=1
On en déduit ®; > e/~! puis ®; —) +00.

c) Par définition de ®;, on a

> oa<i<y,
n=1 n n=1
Or, sachant que ®; — +o00, on a
®; 1 D, i
—=Ind; t —=In(®; -1 1
n;n nd;+y+o(l) e nz::l” n( )+ +o(1)
Par suite
In(®;, —1)+~v+0(1) <j<In®; +v+o0(1)
Or
In(®; —1) =In®; + o(1)
donc
j:1n<I>j+’y+0(1)
puis

D, = ol —v+o(1)
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On en déduit 4 b) On a
SR
1+Z [k—Hn (1— k)} :Hn—l—Z(ln(k— 1) —In(k)) = H, —lnn
k=2 k=2
Exercice 88 : [énoncé] donc

n
Posons S, = > ug. On observe que
k=1

n

ikun =(m+1)S,— Y Sk
k=1

k=1
Par suite
n+1 1 «
Wy = n Un — n2un ;Sk (*)

Puisque nST”n — a, on a S, ~ anu,.
La série de terme général .S;, est une série a termes positifs divergente donc

i Sk ~ Q i kuk
k=1 k=1

Par suite

1 n
n2u Z Sk ~ awn
" k=1
La relation (x) dévient alors

n+1
Wn = — Uy, — awy, + o(wy,)

et en on en déduit que

Exercice 89 : [énoncé]
a) On a

Lol t 1
k . k) kst 2k2

Il y a donc convergence absolue de la série % + In (1 — %)

X1 1
H,=Inn+~vy- Z %—i—ln I_E

k=n-+1

e 5 (-]

k=n-+1

ce qui détermine

c) 3" 1/k? est une série & termes positifs convergente. Par sommation de relation

de comparaison

+o0 foo
1 1 1
2 ‘{k““@‘kﬂn;oo D 5
k=n-+1

k=n+1
Enfin, a I’aide d’une comparaison avec une intégrale

1

Ep ~ —
" 9n

Exercice 90 : [énoncé]
. 1
Sla<1-alorsnm\ P 158 :
comparaison de séries a termes positifs, la série diverge
Si a > 1 alors considérons 3 € |1,a]. On a nf

absolument convergente.

n®lnn = n°

n®lnn

Si a =1 alors exploitons la décroissance de la fonction x +— ﬁ sur |1, +o0l.

Pour k£ > 2,

1 kL qe
> —
klnk /,c tInt

n 1 >/n+1dt _ [ln(lnt)}n—H - vt
Elnk = J, tlnt 2

n—4oo
k=2

donc

Par suite, la série étudiée diverge.

— +o00 donc pour n assez grand ——— > +. Par

L__ 5 0 donc la série est
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Exercice 91 : [énoncé]
Si a < 0 alors & partir d’un certain rang u, > 1/n et la série diverge.
Si o > 0 alors la fonction z — 1/x(Inz)® est décroissante sur |1, +oo].

/”“ dt . </” dt
L, tnt)e =" ) t(Int)e

N+1
/3 lnt

donc

puis

et on peut conclure qu’il y a convergence si, et seulement si, a > 1.

Exercice 92 : [énoncé]
La fonction x — +/z étant croissante,

n n+1
/ Vedr < Vk < / Vada
0 1

n
k=1
et donc

S VE~
k=1

Il y a donc convergence de la série de terme général w,, si, et seulement si,ac > 5/2.

Par I’encadrement qui précede :

n

n n+1
0<Z\/E—/ \/deg/ Vardr < vn+1
k=1 0 n

donc

Z\F 3/2+0(\F)

(—1)"2 1
~ 3p0-3/2 +0 na—1/2
Pour a > 5/2 : il y a absolue convergence comme ci-dessus.
Pour 3/2 < a < 5/2 : il y a convergence par somme d’une série convergente et

d’une série absolument convergente.
Pour @ € 3/2 : il y a divergence grossiére.

puis

(=1)"un

Exercice 93 : [énoncé]

Par comparaison série intégrale :

Sia>0,u,~ T‘L"(Lll est terme général d’une série absolument convergente.
Si—1<a<0,u,~ ;‘a%ll n’est pas le terme général d’une série convergente.
Sia=-—-1, u, ~ ﬁ n’est pas le terme général d’une série convergente.
Sia< -1, u, /~0 et donc > u, est grossierement divergente.

Exercice 94 : [énoncé]
Par comparaison série intégral,

Z In®k ~ n(lnn)?
k=2
donc

* 1
1—a(Inn)?

n

S’k "

Up =

Par référence aux séries de Bertrand, > u, converge si, et seulement si, a < 0.

Exercice 95 : [énoncé]

a) Si a <0, il y a divergence grossiére. Si a > 0 alors nu, — 0 et la série est
absolument convergente.

b) Si a < 1 alors u,, > 1/n pour n assez grand et il y a divergence par
comparaison de séries & termes positifs.

Si a > 1 alors pour v € ]1,af on a n7u, — 0 et il y a absolue convergence.

c) Si a < 1 alors u, > 1 et la série est grossiérement divergente.

Si a > 1 alors n?u, = exp(2Ilnn — (Inn)®) — 0 donc la série est absolument
convergente.

Exercice 96 :

On a

[énoncé]

2 1
Inn+aln(n+1)+bln(n+2) =(1 —&—a—i—b)lnn—&-_;b—&—O(n )

Il y a convergence si, et seulement si, 1 +a+b =0 et a + 2b = 0 ce qui correspond
aa=-2etb=1.
Dans ce cas :

N N+1 N+2

Zlnn+a1n(n+1)+blnn+2 ZlnanZlnnJernn

n=1 n=3
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puis

N
> Inn+aln(n+1)+bln(n+2) = In1+n2-2 2-2In(N+1)+In(N+1)+In(N+2) (anga)

n=1

Exercice 97 :
On a

[énoncé]

Vit aa T T+ bV 2= (14 a+b)yi+ *;b 0(12)

Il y a convergence si, et seulement si, 1 +a+b =0 et a+ 2b = 0 ce qui correspond
aa=-2etb=1.
Dans ce cas :

N+1 N+2

Zf+am+bm_zﬁ—zzf+zf

N
S vnta/nFl4+bv/n+2=Vi+Vv2-2V2-2V/N+1+VN+1+ VN +2

n=1
et enfin

N
S Vntavn+I+bv/n+2—-1-V2

n=1

Exercice 98 : [énoncé]
Posons u,, le terme général de la suite étudiée.

Usnas = Y T S
T LB rL Bkt 2 VBk 13

a N b N c _a+b+c+0<1>
V3k+1 V3k+2 +3k+3 V3k Vk

donc a + b+ ¢ = 0 est une condition nécessaire pour la convergence de (uzn13) et
donc a fortiori pour la convergence de (u, ). Inversement si cette condition est
satisfaite alors

a N b N c O( 1 >
V3k+1 V3k+2 V3k+3  \kVk

et donc (usn43) converge.

De plus u3n4+1 = ugnts + 0o(1) et ugpi2 = usni3 + o(1) donce les trois suites
1), (ugnt2) et (ugny3) convergent vers une méme limite, on peut donc

concYure que (u,) converge.

Exercice 99 : [énoncé]

Si |A] =1ily a divergence grossiére dans les trois cas.

Si [A] > 1 alors u, ~ )\%, v, ~ 1 et w, ~ )\% Les séries Y u, et > w, convergent
et > v, diverge.

Si |A] <1 alors u, ~ A", v
tandis que > w, diverge.

~ A2 et w, ~ 1. Les séries > u, et > v, convergent

Exercice 100 : [énoncé]
La condition o > 0 est nécessaire pour qu’il n’y ait pas divergence grossiére.

Pour a > 0,
=" =D 1 1
ne + (71)71 - no + + 2o¢

- . —-1)"
La série de terme général ( n"‘)

est convergente et la série de terme général

1 1 1
e To\ e ) ™ 2a

est convergente si, et seulement si, o > 1/2.
Finalement la série initiale converge si, et seulement si, o > 1/2.

Exercice 101 : [énoncé]
On a
B ) LR TR G (O 1
un ="\l 5a T a ) ) = am ~gman TO\ e

Si @ < 0 alors u,, /A0 donc Y u, diverge. Si a > 0 alors Y (_nl()n converge.
n=2 n=2

1 1
T op3a/2 +0 (n5a/2>

est le terme général d’une série absolument convergente et donc Y w, converge.
n>=2

Si 32 > 1 alors
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Si 370‘ < 1 alors

1 o 1 -1
“opsaz TV \ T5am ) Y gp3ar2

(de signe constant) est le terme général d’une série divergente donc > w,.
n>2

Exercice 102 : [énoncé]
Par développement

=nr 1

ne 2n2a

Up =

1
1] @ = VUp + Wy

(=)™ 1 1
Uy = ne et wn:_rn%‘ +o0 2

avec

> v, converge en vertu du critére spécial des séries alternées et Y w,, converge si,

et seulement si, 2a > 1 par équivalence de termes généraux de séries de signe
constant. Au final, > u, converge si, et seulement si, a > 1/2.

Exercice 103 : [énoncé]

On (—1)"\  (—1r 11 1
(142 S Sl S
Il( + na ) na 2n2a +o (nQa)

s - —1)" ;. -
Par le criteére spécial, ( na) est terme général d’une série convergente.

Par comparaison de séries a termes positifs

11 1 11
Toqm T\ )~ Tagm
est terme général d’une série convergente si, et seulement si, a > 1/2.
Finalement, la série étudiée converge si, et seulement si, a > 1/2.

Exercice 104 : [énoncé]
On a

=i (1) g () = G - 5 o (qm)

Par suite Y u,, converge si, et seulement si, a = —1.

Exercice 105 : [énoncé]
a) Par convergence dominée par la fonction ¢ : ¢ — 1, on obtient u, — 0.
b)
1
n+1

/4
Up, + Upyo = / (tant)’(tant)™ dt =
0

¢) On vérifie aisément u, — 07 et u,1 < u,. Par application du critére spécial
des séries alternées, > (—1)™u,, converge.
d) Par monotonie

Uy + Un 42 < 2un < Up + Up—2

On en déduit u, ~ % puis par comparaison de séries & termes positifs, ) 4=
converge si, et seulement si, a > 0.

Exercice 106 : [énoncé]
Pour ¢ € [0,1/n], on peut affirmer ¢t" € [0,1/n] donc

I/TL 1

< — sup |f(t) = f(0)]

T t€]0,1/n)

£ dt = = £(0)

0

Par continuité de f en 0, on peut affirmer,

sup [f(t) = f(0)] =0

t€[0,1/n]
et donc
1/n 1
f@")dt ~ —£(0)
O n
Ainsi 10)
Up ~ no+l

et Y u, converge si, et seulement si, a > 0.

Exercice 107 : [énoncé]

On a N
1 1 1 1
Un = 1_704—’_0 o =e&xpi— a—1+0 a—1
n n n= n

Si a > 1 alors (uy,) ne tend pas vers zéro et Y u,, est grossierement divergente.
Si a €0, 1] alors nu,, — 0 et Y u, est convergente.
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Exercice 108 :
a) Si a < 1 alors

[énoncé]

= 1
D o+
k=1
et donc u, = 0sia€[0,1], u, > 1sia=1et (u,) diverge si a > 1.
n

Si a > 1 alors (Z kla) converge et donc (u,) aussi.

k=1
b)Casa<leta=1:u, =1, v, =0 et on peut conclure.

2lnn+Z—lna
Casa<letac[0,1][:4=0,v, =u,, nv, =e k=1

"1 1
;? a—lnal

Casa=1letac|0,1][:0=0,v, =u, =elntytod))na _ ypna qonc S v,

converge si, et seulement si, Ina < —1 i.e. a < —1/e.

+oo
1
k&

Casa>1:/0=qakr=1

— 0 car

+oo
-F o
v, = L(e F=nt

Y4
- N_ézka: T

k=n-+1

Ainsi Y v, converge si, et seulement si, o > 2.
Dans chacun des cas précédents, on peut appliquer le critére spécial aux séries
alternées et affirmer que > (—1)"v,, converge.

Exercice 109 : [énoncd]
On a
n+p\ (n+p)n+p—-1)...(n+1) lnp
P P! p!
donc

Par équivalence de séries & termes positifs, la série numérique » | v, converge si, et
seulement si, o > 1/p.

On a
1
n+p+ _ n+p n n+p > n+p
p+1 p+1 D D

donc la suite (Jwy,|) est décroissante. De plus elle de limite nulle, le critére spécial
des séries alternées assure alors la convergence de > w, pour tout a > 0.

Exercice 110 : [énoncé]
a) L’intégrale étudiée est bien définie pour a > —1. Par le changement de variable

proposé
/“/2 a /+°° dz
o l+asin®t) Jo 1+ (1+a)a?

puis en posant u = zv/1+ a

/ﬂ/z dt B T
o 1l+4asin’(t) 2v1+a

b) Par symétrie

/” dt _, /’T/ 2 dt
o 14 (nm)esin?(t)  “Jy 14 (nm)esin?(t)

et par le calcul qui précede

/7r dt B T 771 a/2
o 1+ (nm)osin?(t) 1+ (nm)> no/2

Par équivalence de séries a termes positifs, la série étudiée converge si, et
seulement si, a > 2.
c¢) Par monotonie, on a ’encadrement

(n+1)7 dt (n+1)7 dt (n+1)7 dt
< —— <
/m 1+ ((n+ 1)7)@sin?(t) /m 1+t sin?(t) /mT 1+ (nm) sin?(t)

Par comparaison de séries a termes positifs, la convergence de la série
actuellement étudiée entraine la convergence de la précédente et inversement. La
condition attendue est donc encore o > 2.

d) Les sommes partielles de la série étudiée ci-dessus correspondent aux intégrales

suivantes
/ " dt
o 14 t>sin?(t)

La fonction intégrée étant positive, la convergence de l'intégrale entraine la
convergence de la série et inversement. On conclut que l'intégrale étudiée converge
si, et seulement si, o > 2.
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Exercice 111 : [énoncé]
a) Pour définir u,, il est nécessaire de supposer a > 1.
Par comparaison avec une intégrale, on montre

1 1
a—1na-l

Uy, ™~

Par comparaison de séries a termes positifs, > u, converge si, et seulement si,

a > 2.

b) Pour définir u,, il est nécessaire de supposer « > 0.

Par application du critere spécial des séries alternées, v,, étant le reste de la série

Z (p+1 est du signe de (—1)" et |v,| < m — 0.
De plus
+oo too
(-1 (-1
[on] = ona] = 3 DY ;
p:O(p—l—n—i—l) pzo(p+n+2)
donc

00 , 1 1
el = [onal :;(_1) <(p+n+1)“ - (p+n+2)”‘)

Par le théoréme des accroissements finis
1 1 _ o
(p+n+1)*  (p+n+2)*  (cp)H!

avec ¢, €lp+n+1,p+n+2[.
La suite (c,) est croissante donc on peut appliquer le critére spécial des séries

alternées a . )
(p+n+1)* (p+n+2)

et conclure que sa somme est du signe de son premier terme. Au final, (Jv,|) est

décroissant et en appliquant une derniere fois le critére spécial des séries alternées,

on conclut que Y v, converge.

Exercice 112 : [énoncé]
Introduisons la somme partielle

On remarque que pour n € {101”1, e, 10P — 1} onaa, =2p

En regroupant pertinemment les termes sommés

g 10P-1 2an qg 10P-1
Swa=d > -2 > s =Y e
p=1n=10r—1 p=1n=10r— p=1

Puisque la fonction ¢ — 1/t3 est décroissante, on a la comparaison

107 10P—1 10P —1
dit 1 / de
— < u, = < —_
/wpfl 2 = n 120;—1 n® = Jigp-1og 12
Apres calculs, on obtient
99 1
Up ~ —
2 100p

Casz >0

La série ) u,a? converge si, et seulement si, z < 100.

Puisque la série Y 2% /n? est & termes positifs, sa convergence équivaut a la
convergence d’une suite extraite de sommes partielles et donc > 2% /n? converge
si, et seulement si, x < 100.

Cas x < 0.

Pour x € |—100, 0], il y a absolue convergence de la série en vertu de ’étude qui
précede.

Pour z < —100, on peut écrire x = —y avec y > 100, on a alors

q

Sl()qfl = Z (—1)ququ

p=1

avec (uqy?) qui ne tend pas vers zéro.
Il v a alors divergence d’une suite extraite de sommes partielles et donc divergence
de la série Yz /n3.

Exercice 113 : [énoncé]
Avec convergences, on peut écrire

+00 1 +oo 1
;ﬁ :T; (2n +1)2 +nz::1 (2n)?

donc
= 3% 1 2

T
Ly i
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Exercice 114 : [énoncé]

1 1
nn+ )(n+2)  nd
donc la série converge
Par décomposition en éléments simples
1 _1/2 1 1/2
nn+1)(n+2) n n+l n+2

puis apres télescopage
= 1 1

7; nn+1)(n+2) 4

Exercice 115 : [énoncé]

On a
1 1

R2(k+1)2 " Kt
donc la série converge.
Par décomposition en éléments simples

B SR N SR T
E2(k+1)2 k2 (k+1)2 k+1 k
donc
N N N+1 N+1 N 2
1 1 1 1 1 7
=y = S D N D Y
§k2(k+1)2 ;W“Lk; R TRl ;k g °
Exercice 116 : [énoncé]
On a
2N +1 (—1)" N
Z In <1 + > = Zln(?k +1)—In(2k+1)=0
n=2 k=1
t
¢ 2N (1) 2N+1 (—1)"
Zln(l+)21m<1+ >+0(1)%O
n=2 n n=2 n
donc

+00 1y
§1n<1—|—( :L) ):0

Exercice 117 : [énoncé]

On a
N N
Zln(l) Z (In(n—1)+In(n+1) —21lnn)
n=2 n=2
donc
N N
Zln(l—)zz In(n —1) lnn)—i—Z(ln(n—i—l)—lnn)
n=2 n=2

Apres télescopage

N

1 N+1
Zln(l—nQ)—l T—l n2— —In?2
n=2

On en déduit que la série converge et
+oo
1
Zln (1 — 2> =—1In2
n
n=2

Exercice 118 : [énoncé]

La somme existe en vertu du critere de Leibniz.

Pour la calculer, il suffit de déterminer la limite des sommes partielles de rangs
pairs.

2N N N-1
> (=1)"In(1+1/n) = Z (2n+1) —In(2n) + > In(2n+ 1) — In(2n + 2)
n=1 n=1 n=0
puis
2N N 2n+
> (=1)"In(1+1/n) _221 —In(2N +1)
n=1
et donc
X D In(] o L) — 1 [ ZIDIEN + 1)1
nz::l(—) n(l+1/n)=1In TAN(NE
Or n! ~ v2rnn™e™" donc
2N
> (=1)"In(1+1/n) — In(2/)
n=1
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puis Or N
+oo =X (—1)k 1
S (1) (1 + 1/n) = In (2/) > G -o(w)
n=1 k=N+1
donc quand N — +o0,
N +oo (_1)k
Exercice 119 : [énoncé] Z Un — %
D’une part n=1 k=1
I I I Ainsi > u, est convergente et
1 1 1 n g
PRSI S S D e
n=0 : n=1 : n=0 too
D’autre part z_:l tn = —1n2
+oo 9 +o00 +oo +oo too
n® —2 nn—1)+n-—2 1 1 1
nz::() n! nzz:o n! ,LEZ:Q (n—2)! nz::l (n—1)! nz::o n! Exercice 121 : [énoncé]

Exercice 120 : [énoncé]
Le terme

+oo 71k
b= ED

k=n

est bien défini en tant que reste d’une série alternée satisfaisant au critére spécial.

Pour N < K entiers,

N K 1 k N 1 k K N 1 k
Yy Croyy bl y y el
n=1k=n k=1n=1 k=N+1n=1

D’une part

k=1n=1 k=1
D’autre part
o~y (D ()
> 2w N Y
k=N+1n=1 k=N+1
En passant a la limite quand K — +o00
N N +00 &
(—1)* (=1
D= N Y
n=1 k=1 k=N+1

La convergence de la série est assurée par le critéere de d’Alembert. On a

= " = e = 1 1
1— = = _
120 L T =) ~ 2 T ami =) ~ 2 ((1 —am) (=)
Apres télescopage on obtient
400 n 1

D e R (i

n=1

Exercice 122 : [énoncé]
On a
1 1 1

T i t ... (ntm) nam+l).. ntm—-1) (n+1)...(ntm)

Apres télescopage

1 1 1

" nn+1)...(n+m)

M=
|

3
|

=

+

=

+

&

Il
—

n

WV

donc, sachant m > 1

)

al 1 1
ng::l nn+1)...(n+m) Notoo m.m! B

Sm
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Exercice 123 : [énoncé]

Considérons )
v, = arctan — arctan €10 2
" — — - elor/2]
On constate 1
tanv, = ———
" n243n+3

et donc u,, = v,.
En tant que somme télescopique associée a une suite convergente, la série > u,
converge et

+oo

T
Zun =arctanl = 1
n=0

Exercice 124 : [énoncé]
a)a, existe en vertu de la régle de d’Alembert.

+oo
(n+1)? 1 D D
ap:z ontl 9 ap + 1 ap—1 + -+ » ao
n=0
p p
a, = a71+...+ ag

b) Par un récurrence aisée a, € N pour tout p € N.

donc

Exercice 125 : [énoncé]
On peut supposer o > 0 quitte & passer la suite a I’'opposé.
Up 41 b—a

=1
U, +n—b

a—b

Posons v,, = n*""u,. nv,1 —Ilnv, =0 (1/712) donc (Inw,) converge puis

avec A >0

Un ~ na—b

Par conséquent Y u,, converge si, et seulement si, a — b > 1.
(n —b)upt1 = (n — a)u, donc

(n+ Dupy1 —nuy = (b+ Dupyr — auy,

+oo
En sommant et en notant S = > wy, on obtient (b+ 1)(S — a) —aS = 0 donc

n=0

b+
S_b+1—a

Exercice 126 : [énoncé]
Par sommation géométrique

xn-&-l

n 1 1—

Zuk:/ ———sin(nz) dz
0 1—=z

k=0

I/l sin(w:ﬂ)dz
o l1—=

Cette intégrale est bien définie car la fonction intégrée se prolonge par continuité

Posons

en 1.
n 1 .
P 0 — T n -+
avec
M = sup sin(mz)
o1 -2

n
On conclut que > wup — I puis par changement de variable
k=0

7r‘-t
S [ Har

Exercice 127 : [énoncé]
La convergence s’obtient par équivalence de séries a termes positifs, la somme via
une décomposition en éléments simples permettant de calculer les sommes

partielles. On obtient
L3
K2—-1 4
k=2

Si k + 1 n’est pas le carré d’un entier
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Si k4 1 est le carré d’un entier n, Or
2N 2N N
_ 1 1 1
[VE+1] WEJ: 1 S oY S oY S —m@N) 4y +o(1) =N —y=In2+o(1)
k’ -1 n=N+1 n n=1 n n=1 n

Cela permet de calculer les sommes partielles et de conclure en faisant le lien avec

la série précédente.

Exercice 128 : [énoncé]
Pour t = —1,

n m

SO (=) = —(m 4 1)(n+ 1)

=0 j=0

ce qui permet de conclure.
Pour ¢ # —1,

n ( t)erl

zn: i 1y Z (—1)ifi+1 1- 1; )

=0 j=0 =0
Quand m — +o0,
ti+1

Z Z (_1)i+jti+j+1 N Z (_1)11 -

i=0 j=0 i=0

si |t| <1 et diverge sinon.

i (71 : pitl B tl _ (_t)nJrl
- 1+t (1+1)2

Quand n — 400,

: _1)itgpetg+1
n}%noo;j;( DT = e

Exercice 129 : [énoncd]
Par décomposition en éléments simples

N N 9 N 1 2N 9 N 1 2N
Z (2n—1) :Z(2n—1)_n:ﬁ:;%_2;ﬁzz :Z

n:l n=1

puis

Exercice 130 : [énoncé]
On a

m”(#)

5n+6

m existe.

donc la somme Z

Par decomposmon en éléments simples

on +6 3 1 2

n(n+1)(n+2) “n on+l n+2

donc en exploitant
1
> = =IN+7+o(1)
n=1 n

on obtient

n

k+1)(k+2) (n+1)(n+2)2

Exercice 131 : [énoncé]
Par décomposition en éléments simples

1 IR 4
n(n+1)2n+1) 7ﬁ+n+1 1
Sachant
N 241, N
21T 2w Xm
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on obtient et donc ) 3
ZN: : *ZNZ3+§: ; 42%11 2424402 nd
—inn+1)2n+1) ‘—n ‘n+l = n Par comparaison de séries a termes positifs, la série numérique > m
. converge
Or on sait que v Par décomposition en éléments simples
1
ZE:InN—kv—i—o(l) 6 _ 6.6 24
n=1 nin+1)2n+1) n n+1 2n+1

donc on conclut que la série converge et
En introduisant la constante d’Euler v, on sait

“+o0
1
> =3 —4In2 N
— n(n+1)2n+1) 121 N )
n=1 ;n nN +v+o(1)
Exercice 132 : [énoncé] Par décalage d’indice
a) On a N N+1
et 2ng o myg Zn+1 Z;zln(N—&-l)—F”y—l—i—o(l)
(SN T ) P iy 1) —lnn—~=In2+o(l n=1 n=2
; i 2 kz::l% n2n+~vy+o(l) —lnn—~v=1In2+ o(1)

et en introduisant dans la somme les inverses des nombres pairs absents, on
et obtient

k=1 k=1 2

. - o N 2N+1
D k =2 p el ZQn _Z*_Zgn 2N+1)—71nN—|— 7—1+(1)

donc la série converge et est de somme égale a In 2.

b) On a On en déduit
N
n o1 L 1 NlS(N+1)6
Zun:ZE—?)ICZ%:1n3n+7+0(1)—lnn—yzln?)—&-o(l) ZPHM._.MLQ =gy T 18+o(1)

et puis a la limite

3n+1 3n+2 3n +00 1

Uy = un, +0(1) > In3 et Uy = Uup +0(1) - 1n3 =18 —-241n?2
; Z Z n Z n ;12+22+...+n2 n

donc la série converge et est de somme égale a In 3.

Exercice 134 : [énoncé]
Exercice 133 : [énoncé]

0 1 3 1 1 1 3 1 1 1 1
na n - + + =——-——+ -+ —-+0(5|=0|=5
12+22+~--+n2—2k2—n(n+1)(2n+1) n+1 4dn+2 4n+3 4dn+4 4n  4n  4n  4n n n

st 6 donc la série étudiée est absolument convergente.
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On a b)
2N N N

N AN+ Llnn In(2n) In(2n — 1)

(Lo 3 ] zf-z P D D PR Dl

o dn+1 4dn+2 4n—|—3 4n—|—4 4n—|—2 n=1 n=1 n=1

donc

Or

N 2N+1

1 N
4;4n+2:222n+1_2 Z *_22%

Par le développement

3

X Inn o In(2n) <l In(n) 1
) L - =m2) - -

Par le développement asymptotique précédent, on obtient :

1
—=lnn+vy+o0(1) 2N 1 1 .
—k S ()" =2 nn + I2)y + 5 (Inn)® + C — £ (In2n)* — C + o(1)
— n 2 2
on parvient a n=
et apres simplification
al ( 1 3 1 1
> - + + ) = In(AN+4)+y—2In(2N+1)—2y+In N+y+o(1) — 0 2N | 1
e dn +1 dn + 2 dn + 3 dn+4 Z(_l)n nn_>71n(2)(2,y_1n2)
ot n 2
Ainsi
= 1 3 1 1 De plus
> - + - =0
o n+1 4n+2 4dn+3 4n+4 ON 41 I aN I
(ce qui change du In2 traditionnel.. . ;-) Z (‘DnT = (_1)n7 +o(1) = £ In(2)( In2)
n=1 n=1
donc N
Exercice 135 : [énoncé] x LInn
a) f est décroissante sur [e, 4+o00[. Pour p > 4, Z (1) " In(2)( In2)
n=1

nt "Int
/ n—dt\vng/ 2P
donc v, ~ 3(Inn)?.

Etudions wy, = un, — 3(Inn)?, w, —wyp_1 = lnT" — f:ﬁ1 lnTtdt
décroissante.

D’autre part les calculs précédents donnent (w,,) minorée et donc on peut
conclure que w, converge. Ainsi

< 0 donc (wy,) est

(Inn)®> 4+ C + o(1)

Up =

N | —

N’est-ce pas magnifique ?

Exercice 136 : [énoncé]
a) Y. f(n) diverge et > (—=1)"f(n) converge en application du critére spécial.

n>1 n>1
n) < dt < -1
) /7171 f@)dt < f(n )

b) Pour n > 4,
0< /nlf(t)dt—f(n) < f(n—=1)— f(n)

donc

avec

+oo
> fn—1) = f(n) = £(3)
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donc la série de terme général f:_l f@)dt — f(n) converge et il en est de méme de

[0 F)dt

la série de terme général f(n) —

¢) On a
+00 2n
S0y = i ST (1)
n=1 k=1
> (- =2 f(2k) =) f(k)
k=1 k=1 k=1

Or

1
i(lnn)2 +C

> fk) =

k=1

+kz:=2f(k)—/k_lf(t)dwr/1 F(t)dt =

et en exploitant In(2k) =In2 + Ilnk

Qif(%) = 1n22n:%
k=1

On en déduit

. 1
Zn? In2lnn + In(2)y + o(1) + i(lnn)2—|—0
k=1

2)  f(2k) =Y f(k) =In(2)y - 5(In2)* + o(1)
k=1 k=1

Au final

= Inn

> (-)r— In(2)( In2)

n

n=1
Exercice 137 : [énoncé]
Par sommation géométrique

l.oz—l n xn-‘r(x
— ~1 k_k+a—1 1 n+1
D B
k=0
donc
bga—t ! k, kta—1 +1 ate -
dx = )z d -1
e O A e =
avec
! 1
len| < / "tdr= ——— =0
0 n+a—1

d’ou la conclusion.

Exercice 138 : [énoncé]
Tout d’abord la série converge en vertu de la régle de d’Alembert (en traitant
x = 0 séparément)

Puisque
o d ~ 1— a1\’ x
kot = p— k= —
St (Vo) o () o

Zkaz

on obtient

1—36)2

Exercice 139 : [énoncé]
Par sommation géométrique

N N 1 1
(_1)n_ _14\n _ 1-
7§4n+1;/0(t)dt/0

1/ _14\N+1 1
/(t)dt‘g/t‘“”‘*dt: 1 -0
0

(_t4)N+1
1+1¢4

dt

Or

14+¢4

donc > (4;21 converge et

Enfin

[ a=ra (i)

Exercice 140 : [énoncé]
Introduisons la série entiere de somme

+oo
:E4n+3

Sz) = nz:% (4n+ 1)(4n + 3)

On vérifie aisément que son rayon de convergence est égale a 1 et que sa somme
est définie et continue sur [—1, 1] par convergence normale.
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Sur |-1,1]

Pour z # 0

On en déduit que sur |—1, 1]

voode
T t
d
S(z) = / ¢ / v
0 0 1 — U
Par intégration par parties
1 Eodu 7701 m1-42
Sx)=|=t*-1) | —— - —at
() L( )Al—u40+QA 1— ¢
1 Todt 1 /* dt
S(x) = =(2* -1 =
(@) =3 )A L%4+2A 1122

/OZ A (1 - 2)) = oz — 1)

1—t4

1 e r
ﬂ@%§A1+ﬁ_§

400 1

Z (dn+1)(4n + 3)

n=0

puis

et ainsi

Quand z — 1~

donc

On en déduit

=S =3

Exercice 141 : [énoncé]
Posons

1 1
Hn:1+§+~~+ﬁzlnn+7+o(l)

On observe

Uy = 2H, — H,2 = 2(Inn + v+ o(1)) — In(n?) — v+ o(1) — v

Exercice 142 : [énoncé]
a) On sait

donc

b) Si on sait

1 1
H, =1 — -
n(n) +v+ 2n+o<n>

les choses vont assez vites. .. mais sans doute ’examinateur souhaitera la
démonstration de ce résultat.

3n n 3n
1 1 1 1 k—1
an:E k;_Hn(l_k)_E k+ln(1_k>+ E hl(k;)
k=1 k=1

k=n-+1

avec X
- -1
Z In <kk> =1In3
k=n+1
donc

an—)\:il—kln(l—l) —il—kln(l—l)
=k k =k k
Or )" % +In (1 - %) est absolument convergente car
l-Hn(l—l) N—i
k k 2k2

donc a,, — A = R,, — R3,, avec
+oo
1 1
k=n-+1

Or par sommation d’équivalent sur des restes de séries convergentes a termes de
signe constant,

" = 1 1
n~ D 3@~ T
k=n-+1

(le dernier équivalent s’obtenant, soit par comparaison série intégrale, soit par
k—lz ~ ﬁ et sommation télescopique).
Au final

3n

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD

57



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 17 février 2015

Corrections 58

Exercice 143 : [énoncé]
a) On a

Un+1 2n+1 1 1
Mt = it = L = A o 2 n( M+ 2 m

La série Y Inwu,41 — Inwu, tend vers —oo donc lnwu,, = —oo puis u, — 0.
b) Posons v,, = \/nu,.

Inv,y 1 —Inv, = 1ln (1 + 1> +Inupy; —Inu, =0 <1>
2 n n?
La série Y Inv,41 — Inw, converge et donc la suite Inwv,, aussi.
En posant £ sa limite, on obtient \/nu,, — C avec C = e’ > 0.
Notons qu’évidemment, on aurait aussi pu résoudre cet exercice a l'aide de la
formule de Stirling.

Exercice 144 : [énoncé]

Uy 2n+2
> Inuyq1 — Inwu, tend vers —oo donce Inw,, - —oo puis u, — 0.
b) In(n 4+ 1)up41 — Innu, =In (2’5:1) ~ ﬁ La série Y In(n + upy1 — Innu,
tend vers +oo donc Innu, — +oo puis nu, — +00. A partir d’'un certain rang
nu, > 1 donc > u, diverge.
2k+1

¢) (2k +4)vkt1 = 2up1 = 355 up = (2k + 1)vg en sommant pour k € {0,...,n}

et en simplifiant, on obtient : T,, = 2 — (2n + 6)v,41 donc T, — 2.

— Unt1 __ 2n+1 __ 1 1 -
a) Inu,11 —Inwu, =In =1In =In (1—m> ~ —5-. La série

Exercice 145 : [énoncé]

a)

—-b -
Inup41 —Inu, =In (1+a )N a

n n

est le terme général d’une série divergeant vers —oo. Par suite Inu,, — —oc et
donc u,, — 0.

b)
1 —-b —-b 1
lnvn+1—lnvn=aln<1—|—n>—|—ln<1—|—an >:a+s +O<n?>

donc pour a = b — a, la série des lnv,, 11 — Inv, converge. Par suite v,, converge
vers un réel A > 0 et alors

A

nb—a

Ugp, ~

¢) On a
(b—a—Du, =1 =0)(unt1 —un) — (n+ Dy — nuy,)

donc par télescopage

Exercice 146 : [énoncé]

a)
W+U“%H:1+a+5+0<1>
n

nBu, n2
donc )
a+
Un = ﬂ + 0] <2>
n n
> v, converge si, et seulement si, 5 = —a.
b)
n—1 400
ka =In(n"%u,) = €= ka eR
k=0 k=0

donc n=%u,, — e puis u, ~ An® avec A = e’ > 0.

Exercice 147 : [énoncé]

Notons que les termes de la suite (u,) sont tous non nuls car —« ¢ N*.
8
a) ("212;% =1+ O‘T‘Lﬁ + O () donc v, = aTHK + O (2%). > vy, converge si, et
seulement si, § = —a.
n—1 +oo
b) 3 vp = In(n"%u,) = £ =3 v € R donc n™%u, — e’ puis u, ~ An® avec
k=0 k=0

A=c¢el>0.

Exercice 148 : [énoncé]
Apres calculs
I,y — Inu, = O(1/n?)

donc la suite (Inw,) converge et on peut conclure.
On peut aussi faire le lien avec la formule de Stirling. ..
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Exercice 149 : [énoncé]

1 1
(1—u)"-1 /U”—l_ / &
/0711 du = | o1 = | g v¥dv

puis

donc u, — —v

Exercice 150 : [énoncé]

n k
In(P,)=> In(1+ D7) avee
=m0+ 5

(o) e ()

donc In P, = —%lnn—i— A+ o(1) puis P, ~ %

Exercice 151 : [énoncé]
a) u, > 0 et

lnun:ZIH <1+a;1>

k=1

a—1 a—1
In(1 ~
n( + A ) A

donc Inu,, — +oo puis u,, — +00.

Sia < 1 alors Inu,, — —oo et donc u,, — 0.

b) Sia > 1ily a divergence grossiére de la série.
Sia €]0,1] alors

Sia=1alors u, =1—1,.
Sia > 1 alors

n _1
In u,, ~ Za = (a—1)lnn
k=1
et donc
In(ku,) =Ink+ (a —1)Ink + o(lnk) ~alnk — +oo

Ainsi ku,, — 400 et a partir d’un certain rang u,, > 1/k.
La série de terme général u,, s’avere divergente

Exercice 152 : [énoncé]

a)
1x
Mg — Iy, ~ ===
N Up41 nuw o

avec x > 0 donc
n

ZIHUk+1 — Inug — —o0
k=1

puis u, — 0.
b) Pour a = —z/2,

1 1
In(upt1) —In(uy) —aln({1+—-) =0 =
n(tpy1) — In(uy,) — a n( + n> (nQ)
donc il y a convergence de
1
Zln(unﬂ) —In(up) —aln (1 + )
n
c¢) Puisque

1 Uy, Unp,
In(wpy1) — In(uy,) — aln (1 + n) =1In ﬁ —1In v

la suite de terme général In ~= converge puis -2 — A avec A > 0.
d) Par comparaison de séries a termes positifs, . u, converge si, et seulement si,

a< —lie x> 2.

Exercice 153 : [énoncé]
a) Par récurrence 0 < u,, < u0/2".

b) .
1H(2n+1un+1) _ ln(2"un) =1In <Slnu(::72/2)> ~ _% (%)3

est terme général d’une série convergente donc la suite (In(2"w,,)) converge et
finalement (2™u,,) converge vers un réel A strictement positif.
c)
+oo
up — A2 =27 2Ry — 2Ky
k=n

Or

2kuk — 2k+1uk+1 ~

ok+1 (uk)3 A3
6 2 24.22k
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Par comparaison de reste de série convergente a termes positifs, Posons |
nn
Up = Upt1 — 1 —2—
A9~ —-n A? = 1 _ A3 n
Up — A27 ~ 2 BTN kz: 52k = 1g9-3n L’égalité |
—n nn
Uy 1 = €Xp (nln (1 +2— + vn>>
n
Exercice 154 : [énoncé] donne n (2lnn + 1+ 0 ((Inn)/n))
Non, en effet considérons Unt1 = OXP(EHN N0 nnym
n 2un
1 4l
UnZZ Or e — 1 donc
klnk )
k=2 exp (2+nv, + O ((Inn)*/n)) =1
np
Pour tout p € N*, on a upp —up = Y, m puis nv,, — —2. Ainsi
k=n+1
On en déduit 1_'_21nn ln2+ <1>
np—(n+1 1 —1 Up41 = — — — 1ol —
0 < upp — uy < p-(n+1)+ =P =0 n+ "
nlnn Inn
alors que
Exercice 156 : [énoncé]
DR e Lt On peut écrire
Uy = / —_—= / — = [In(nt)]J"" = +o0 n n o n—1 n n
S S(0) =X (15) =Xuo
n n b
k=1 k=0 k=0
avec ug(n) —— ek,
Exercice 155 : [énoncé] n—+00
On observe que ", | — w1l = n. On peut alors présumer
Puisque Y n une série & termes positifs divergente on peut, par sommation de nE\" +00 1 o
relation de comparaison, affirmer Z -] - e k= =
n/) n—otoo 1-1/e e—1
. k=1 k=0
Up g ~ Z ko~ an I1 ne reste plus qu’a 1’établir. . .
k=1 2 Puisque In(1 4+ ) < x pour tout x > —1, on a
OE};lticec;lrélposant avec le logarithme népérien cet équivalent de limite infini, on ( 1_ E >n — exp (nln(1 — k/n)) < ok

nlnu,41 ~2lnn
" et donc on a déja

puis nE\T ]
Inn () < ———
lnun+1w27 ; n 1—1/6

Par suite un.1 — 1 puis De plus, pour N € N, on a pour tout n > N

n k n N-1 k n N-1 N
S ()2 (-0) =i

Inn Inn
Upp1 =1+2— +o0| —
n n k=1 k=0 k=0
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Pour € > 0, il existe N € N tel que
N-1

e k>
k=0

(§]

—€
e—1

et pour ce N fixé, il existe N’ € N tel que pour n > N,
n k n N-1 n N-1
> (5) =X (1-2) =X
k=1 n=0 k=0

On a alors pour tout n > N’

On peut donc conclure

Exercice 157 : [énoncé]

Posons
olon—k
P =
n H Zn — k ’
k=1
On a )
1 — n—k
mp, — Ly w2 |2
2 = [2n—F|
Puisque

t
20 — k|* = (2n)% — 4nk cos (\/ﬁ) + k% = (2n — k)? + 8nkssin? <

on obtient
1 Z" Snk .,
IHPn = —5 k:1hl (1 + WSIH (

Sachant sin® u = u® + O(u?), on peut écrire

ot _ 1
St (2\/5) 4n+0n

t

2yn

2vn

Ainsi

N —

InpP,=—= iln (1 + (23?2/{)2 + (2n ﬁ 14:)20 <Tll>)

Sachant In(1+z) < z, on a

—2In(P,) < y [<251f2k)2 + (2n ﬁ k)QO <;>}

k=1

Posons S, le second membre de cette comparaison. D’une part

S o ()] <o (D) =0 (1) o

1 k=1

D’autre part

2n—1 2n—1 2n—1

2k 2(2n 1
M:Z(“‘”Z@‘ 27

l=n

NE

>
Il

1

avec

X1 "1

Apres calculs asymptotiques, on obtient
S, — (2 —2In2)t?

Sachant In(1 + z) > = — 1%, on a

1 2kt? k 1\1*
—2In P, > nQZ[Qn_ (2n—k)20(n>}

>l mme ()] e (#) o () -

Finalement —21In P, est encadré par deux quantités de limite (2 — 21n2)¢2. On en
déduit
P, = exp ((In2 — 1)¢?)
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Exercice 158 : [énoncé]

Soient > u, une série semi-convergente et > v,, une série absolument
convergente. La série Y u,, + v, est convergente et si celle-ci était absolument
convergente alors Y uy, le serait aussi car |uy| < |u, + vn| + |vn|. La série

> up + v, n'est done que semi-convergente.

Exercice 159 : [énoncé]
Pour

on pose

ottt 1 11
3 27 27373737 47 47 4’ 47"'

Les termes sommées tendent vers 0 et les sommes partielles oscillent entre 0 et 1.

Exercice 160 : [énoncé]

a) Pour u, = (—1)", la série de terme général u,, est divergente et puisque ces
sommes partielles valent 0 ou 1, elle enveloppe tout réel de l'intervalle [0, 1].
Pour u, = (=1)"/(n + 1), la série de terme général u,, satisfait le critére spécial
des séries alternées et donc elle converge et la valeur absolue de son reste est

inférieure a son premier terme. Cette série enveloppe donc sa somme, a savoir 1n 2.

Pour u,, = 1/2", la série de terme général u,, converge. Puisque u,, — 0, le seul
réel qu’elle peut envelopper est sa somme, or

il NG | R T |
D= X
k=0 k=0

k=n-+1

n’est pas inférieur a u,41. Cette série convergente n’enveloppe aucun réel.
b) Posons pour la suite de notre étude

n
Sn = Z Uk
k=0

On a
0n+2un+2 =A- SnJrl =A- Sn — Upy1 = (9n+1 - ]-)unJrl

Puisque 60,42 > 0 et 0,41 — 1 < 0, on peut affirmer que wu, 12 et u, 1 sont de
signes opposés.

Puisque A — S,, = 0, 41upn+1 est du signe de u,41, les réels A — S, et A — Sp41
sont de signes opposés et donc A est encadré par S, et S,11.

c¢) Puisque A — S, est du signe de u,11, on peut écrire A — S,, = 0, 11up41 avec
0n+1 cRT.

Puisque A — Sp+1 = (041 — Dupy1 est du signe de uy, 42 et puisque up41 et tpngo
sont de signes opposés, on a 6,11 —1 < 0 et donc 6,41 € [0, 1].

On ne peut rien dire de plus, sauf a savoir que A —.S,, est non nul pour tout n € N.
En effet pour u, = (—1)" et A =1, la série de terme général u,, est alternée et
pour n pair : A — S, =1—1=0 est du signe de ;1.

pour n impair : A — 5, =1—0=1 est du signe de u,41.

Si en revanche, on suppose A — S, # 0 pour tout n € N, obtenir 6,,11 € ]0,1] est
désormais immédiat.

d) Par labsurde, supposons t, 11, Unt+2 > 0.

OnaA-—S, <tpy1 donc A—S,11 <0 puis A— Spi0 < —uyio et done

|A — Spi2| = |[untz|. Or [A = Sppo| < |[tunys| et |unts| < |untz|, C’est absurde et
donc w41 et un,42 ne sont pas tous deux strictement positifs. Un raisonnement
symétrique établit qu’ils ne sont pas non plus tous deux strictement négatifs et
donc la série de terme général u,, est alternée & partir du rang 1 (on ne peut rien
affirmer pour le rang 0).

Puisque A — S, 11 = A— S, —Upy1, On a

- ‘un+1| — Un+1 < A— SnJrl < |un+1‘ — Up41-

Siupy1 > 0alors A — S,41 < 0 et done du signe de g 42.

Sitpe1 < 0alors A — S,41 = 0 et donc a nouveau du signe de 4y, 42.

Enfin A — S,,+1 n’est pas nul, car sinon

A—Spi3=A— 511 — (Upta + Unts) = —(Upt2 + unts) est de signe strict
opposé & u,42 et n’est donc pas du signe de uy, 4.

On peut alors exploiter le résultat du c) et affirmer que la série de terme général
u, encadre strictement A.

Exercice 161 : [énoncé]

a) Il est immédiat de vérifier que E est un sous-espace vectoriel de I’espace RY des
suites réelles. L’application

¢ : E — R? définie par ¢(u) = (ug, u;) étant un isomorphisme (car un élément de
E est déterminé de fagon unique par la donnée de ses deux premiers termes), on
peut affirmer que l'espace F est de dimension 2.

b) Il est immédiat de vérifier que les suites (a,) et (b,) sont formés d’entiers
naturels, qu’elles sont croissantes & partir du rang 1 et qu’elles sont a termes
strictement positifs & partir du rang 2.
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Ainsi
Vn 2 2,an,b, 21

et donc
anya=2n+letb,o>2n+1

Ainsi les deux suites (a,,) et (b,) tendent vers 400 en croissant (seulement &
partir du rang 1 pour la premiere)

¢) On a

Wn1 = (0 + 1)ang1 + an) b1 — ang1 (04 1)bpy1 + by)

Apres simplification, on obtient

Wn41 = —Wn
et donc
wy = (=1)"we = (=1)"
d) On a
B W, B (_1)n+1
fntl n = bnbn+1 B bnbn+1

Puisque la suite de terme général b,,b,,+1 croit vers +oo, on peut appliquer le
critére spécial des séries alternées et affirmer que la série numérique Y (¢p+1 — ¢n)
converge. Par conséquent la suite (¢,,) converge.

e) On a

—+oo
L —c, = Z (Ck+1 — Ck)
k=n

Par le critere spécial des séries alternées, on peut borner ce reste par la valeur
absolue de son premier terme

1

l—cy| <
| ¢ | bnanrl

On peut ainsi écrire

1
e =0+0 (bnbn+l>

1
an—i—rbn:bn(cn—l—r):bn(€+r)+0( )
bn+1

On a alors

Sachant b,, — 400, on peut affirmer

ap +1rby, =0 1r=—¢

Exercice 162 : [énoncé]
a) Puisque f est de classe C?, on peut écrire

@) = 1)+ / oL

Par intégrabilité de f”, la fonction f’ admet une limite finie ¢ quand x — +oo0.
Si ¢ > 0 alors, pour x assez grand f'(z) > ¢/2. Notons A > 0 tel que ce qui
précede soit vrai pour x > A. On a alors

T A z
f@) =10+ [ raas o+ [ o [ Sa

et donc f(z) = lz/2 + C* ce qui empéche la convergence de f0+oo f()de.
Si ¢ < 0 on obtient aussi une absurdité. Il reste donc ¢ = 0.
Posons

F(z) = /Ow Ft)dt

Par I’égalité de Taylor avec reste intégrale
r+1

Flo+1) :F(x)+f(x)+/ (x+1— ) f (t) dt

x

Quand xz — o0,
+oo
F(z),F(x+1) — / f(t)de
0

Aussi f'(z) — 0 et

/I+1 (x+1—1t)f(t) dt‘ < max |f(t)]—=0

te€(z,x+1]

donc par opération f(z) — 0.
b) Par I’égalité de Taylor avec reste intégrale

n+1

f(nt1) = f(n) + f'(n) + / ((n+1) - 6)f"(¢)dt

n

donc
n+1

f/(n) = f(n+ 1) — f(n) + / (n+1—6)f"(t) dt

n
La série de terme général f(n+ 1) — f(n) est convergente car de méme nature que
la suite (f(n)) qui converge en +oco. La série de terme général
f:“ (n+1—1t)f"(t)dt est absolument convergente car

n+1 n+1
/ (n+1—t)f”(t)dt‘< [ o
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et le terme majorant est sommable par intégrabilité de f”.
Par conséquent, la série Y f/(n) est convergente.
Aussi

n (41— t)?

e

F(n-+1) = F() + f() + 570 + [

n

On peut alors mener le méme raisonnement et conclure que Y f(n) converge.

Exercice 163 : [énoncé]

a) Puisque |d,e,| < e, avec convergence de > e,, on peut affirmer que les
éléments de G sont des sommes de séries absolument convergentes. Les éléments
de G sont donc bien définis et puisque

+oo +oo
> daen| €30 =9
n=0 n=0

ona G C[—s,s]. Enfin s € G avec (dy)neny = (1)nen et —s € G avec
(dn)nEN = (_1)n€N~

b) Si e est une base discréte alors G = [—s, s].

Par ’absurde, supposons qu’il existe N € N tel que ey > rx.
Introduisons

N—1
r = er € [—s, 9]
k=0
(comprendre z = 0 si N = 0).
Soit
—+o0
y= Zdnen avec d, € {—1,1}
n=0

S’il existe k < N tel que dp = —1 alors

+oo
y < Zdnen —2e, = s — 2e;,
n=0
Or
er = en
donc

y<s—2ey=x+ry—en<x

Si di. = 1 pour tout k£ < N alors

N “+oc0
yZZewr Z dpep Zx+en —ry >
n=0 n=N+1

Dans tous les cas, y # z et donc z ¢ G. C’est absurde.
¢) Raisonnons par récurrence sur n € N.
Cas n =0 : on a bien

[t —to| = [t| < s=eq+10

Supposons la propriété vérifiée au rang n > 0.
Sit, <t alors
t—th1=t—1t, —en < T

et

t—tny1 2 —€y =2 —1p
Ainsi

[t —tnt1] < 7o = €ng1 + 70t

Sit,, >t alors

tpo1 —t =1, —t — ey

et I’étude est analogue.

Récurrence établie.

On en déduit que t,, — t puis que t € G.
En conclusion

e est une base discrete si, et seulement si, Vn € N,e,, < r,

d) La condition précédente est vérifiée et, puisque s = 2, on obtient G = [—2, 2].
On peut écrire

= 1 1 11 1 1 &1
0=1 “N)—,1=1+= ) S —1_-_= -
+;( )2"’ +2+nz::2< )27“2 2 4+nz:;2n
et
2—+001
- o
n=0
En remarquant
~ (=" 2
= on 3
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on peut proposer Or
PRI SR = G Vi N et
3 2 4o N+1
- Sy 1 . . - o
11 peut y avoir unicité de la suite (dn) (C’est le cas pour = ) ou non (C’est le cas FTcEsy i =0 (ng) donc la suite des sommes partielles de la série de terme général
PSRN . . . U, converge.
pour z = 0 ou lorsque (d,,) convient, (—d,,) convient aussi).
c) On a
cos2x + 1
|cos x| > cos® & = coscrt 1
Exercice 164 : [énoncé] 2
a) On a donc
n .
, ] — ein cos(2nf) 1
_ ik | _ i >\ _
= m<kz_le )—Im<e l—ei> |un| > om o
donc 4 Sif =0 [r]alors |u,|> L etdonc Y |u,| diverge.
;1—e 2 Si @ #0 [n] alors par ce qui précede la série » os2nf) converge et puisque la
1Znl < e - < A . RN o o .
1—e |1 — e série de terme général - diverge, par opérations, la série de terme général |u,,|
et la suite (X,,),>1 est effectivement bornée. diverge.
b) On a
g _ i Ek _ Ek_l B n & - n—1 Ek
n k - k k+1 Exercice 166 : [énoncé]
k=1 k=1 k=0 a) (ap — ant1)Sy = O(ay, — apt1) et la série & termes positifs > a, — any1 est
donc n 5 convergente.
Z n b) En séparant la somme en deux et en décalant les indices
Pt k + n +1
B 1 n n+1
Or anl — 0 car (X,) est bornée et k(Tlf-l) =0 (1?2) est le terme général d'une Z (ar — api1)Se = Z ap Sy, — Z arSk_1
série absolument convergente. On peut donc conclure que (S,,) converge. k=0 k=0 k=1
puis en regroupant
Exercice 165 : [énoncé] .
a) Par sommation géométrique
) & 4 > (ak — ars) k:—(l050+zak (Sk = Sk—1) = an415n
n ) i(n+1)0 _ 1 k=0 k=1
e
S S e
P e’ —1 avec an115, — 0.
Par suite > a,, (S, — Sn—1) est convergente.
donc , . , , . n .
5. ei(n+1)0 _ 1‘ _ 2 ¢) On applique le résultat précédent & a,, = 1/n et S, = > cos(kzx). (Sy) est bien
B - B - k=0
" e —1 lei® — 1| bornée car
b) On a S sin((n+ 1)z /2
) Sn = Re Z elk}I e COS(nI)M
N N N-1 N sin(z/2)
k=0
Sw=d T T =Y sy
" n n+1 n(n+1) TN+
n=1 n=1 n=0 n=1
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Exercice 167 : [énoncé]

On a
n inf
_ Z ik | _ we™ —1
= Re (k_le ) = Re (e ele—]_)

2
[ 1]

donc

, 71(1;—1)—:57 1 (x+1)
I@) = -1~ 2vae 17 <

donc f est décroissante sur [2,4o00].

un, = f(n)cos(nf) = f(n) (S, — Sp—1) donc

N N N— N

doun=) fn Z f+1)8, =Y (f(n) = f(n+1)) Su+F(N+1)Sn—f(2)S1
n=2 n=2 n=1 n=2

Or f(N+1)Sy o 0car Sy =0(1) et f - 0.
De plus
[(f(n) = f(n+1)) Sn| < Mg (f(n) — f(n+1))

avec Y f(n) — f(n + 1) série convergente (car f converge en +o0o) donc par
comparaison »_ (f(n) — f(n+ 1)) S, est absolument convergente.
N

Ainsi par opérations, [ > u, converge et donc »_ u, converge.

N>2

\/_ﬁl |cos(nd)| = vn

On a

lun| =

cos?(nf)
1
Or cos2a = 2cos? a — 1 donc cos® a > 3 cos2a + 1 puis

NG 1V
n—1 2n—1

cos(2nf) +

[un| >

N | =

En reprenant ’étude qui précede avec 20 au lieu de 0, on peut affirmer que

Z %n\/—ﬁl cos(2nd)

1vn 1

2n-1 "2
Par comparaison, on peut affirmer que > |uy,| diverge.

converge tandis que Q(T\/—ﬁl) diverge puisque

B

Exercice 168 : [énoncé]

Posons
n
Sn = Z Zk
k=1

On a

N N N N—1

Zn Sn — Pn—-1 Sn STL

e D D D el D

n=1 n=1 n=1 n=0
donc

N . N s, S
ZFZE n+1)+N+1

=0 (#) est le terme général d’une

Or N11 — 0 car (Sy) converge et

n(n+1
série absolument convergente. On peut conclure que la série ) 2= converge.
n>1
Exercice 169 : [énoncé]
Posons
+oo
Rn = Z Zk
k=n
Ona z, = R, — Ry4+1 et donc
N N N+1
Z@:ZRk—Rkﬁ-l_ ﬁ_ Ry,
k k k k—1
k=n k=n k=n k=n-+1
puis
N
PP Rn _ Br _ Byw
k n k(k—1) N
k=n k=n-+1

La suite (R,,) converge vers 0, elle est donc bornée par un certain M ce qui assure
N - Ry ) . .
Pabsolue convergence de la série ) Ty I’on peut donc introduire

—+o0

z}z*zk Sy

k=n-+1 k=n-+1

Soit € > 0. Il existe un rang N € N tel que

Yn > N,|R,| <¢
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et alors pour tout n > N Exercice 171 : [énoncé]
a) On peut écrire
> )

=2 1 1) e
Zk ) ZE(“_IC>:TL n n+1

k=n+1 k= k=n+1 Z’Uk Z k:uk — Z — 1 Zuk — nun+1 )
. k=1 k=2
puis
= 2k 2¢ Montrons que la convergence de > u, entraine que nu, — 0.
2_: k|l S n Posons S;, les sommes partielles de > uy,.
k=n Par la décroissance de u,, on a 0 < nug, < Sz, — Syp.
Par suite nus,, — 0 et aussi 2nus, — 0.
) ) ) De fagon semblable, on obtient nus,+1 — 0 puis (2n + 1)ug,y1 — 0.
Exercice 170 : [énoncé] Ainsi nu, — 0 et donc
Le cas o = 1 est entendu. Etudions a € |—o0, 1]. n
Par I’absurde, supposons la convergence de ) =2 et introduisons Z v —— Z U
n—-+oo
k=1
n
— Z Ak b) Supposons que la série de terme général v,, converge.
ke Si la série de terme général u,, converge alors u,, — 0.
Inversement, supposons que u,, — 0. On peut écrire
de sorte que S, — Sp—1 = an/n”.
On peut écrire I X
= 3 () € 3
n n n—1 k=n k=n
I
=k ke st — (k+1)° On a alors
o B - —+00 n —+00
puis 0<nun<ZEvk<Zw€
i ay B n g 1 N Sn k=n k=n
=k B Pt P k=T (k1) (n+1)l-« Puisque la série des v, converge,
La suite (S,,) est bornée car convergente et oo

g v — 0 puis nu, — 0
- 1 1 1 k=n
— =1-— 1
Z <kl—cx (k+1)1—a) (n+1)-« - ) ~

k=1 La relation (*) entraine alors la convergence de > u,,.
¢) up = 1 convient, ot si 'on veut une suite non constante, u, = 1 + %

il y a donc absolue convergence de la série

1 1
ZS" <n1—a C(n+ 1)1—a> Exercice 172 : [énoncé]
Posons v, = n(u, — tny1). On peut écrire
et I'on en déduit la convergence de ) %=.

C’est absurde. nAl

n n n
ZU Z Z —Dug = Zuk — NUpy1
k=1

k=1 k=2 k=1
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Si la série Y u, converge alors puisque

n n
E vk < E up <
k=1 k=1

la série > v, converge car a termes positifs et aux sommes partielles majorées.
Inversement, supposons la convergence de Y v,,.
Puisque la suite (u,,) est de limite nulle, on peut écrire

—+oo
§ Unp,

n=1

—+oo +oo
0< Upp1 = E (U, — upy1) = E f\ E U,
n+1
k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1

et donc (n + 1)u,41 — 0. La relation

Zuk = ka + (n4 Dupt1 — upt1

k=1

donne alors la convergence de > u,, ainsi que 1'égalité des sommes des séries.

Exercice 173 :
Posons

[énoncé]

n
S
k=1
On peut écrire
n n
D@ = D ar(Sk— Si-1)
k=1 k=1

En séparant la somme en deux et en reprenant l'indexation de la deuxiéme somme

n n n—1
Z 2 Z Z
ak = akSk — ak_HSk
k=1 k=1 k=0
ce qui donne

Z = Z ap — ap41)Sk + ant1Sy

k=1 =1
La suite (S,,) converge, elle est donc bornée par un certain réel M.
D’une part a,, = 0 et donc a,,41.5, — 0.
D’autre part |(ar — ak+1)Sk| < M |ag — ag+1| et donc la série > (an,
converge absolument.
Par addition de convergence, on peut conclure que la série > a2 converge.

- an+1)Sn

Exercice 174 : [énoncé]
a) C’est la convergence de u,, vers £.

b) On a
1
o =€ = = [ = 0)+ -+ (un — 0)
et par I'inégalité triangulaire
o — 0] < [ugr — £ + -+ |up, — | n [Ung+1 — £ + -+ - + Jun — ¢
n ~X
n n

On conclut en exploitant |u; — ¢| <
¢) Quand n — +oo,

5 pour k > ng.

lur =€) + -+ Jun, — €] _ C*° =0
n n
donc pour n assez grand
lug — €]+ 4 |un, — € €
g —
2
Ainsi il existe un rang n; au-dela duquel
e ’I’L —MNg €
- << —<e
=l t— 3

d) On applique le résultat précédent a la suite de terme général u, 1 — u,, et on
peut affirmer

1 n—1

— Uk+1 — U — O

n

k=0
Apres télescopage

1
— (up, —ug) = «

3

puis

et enfin
Up ~ QT

Exercice 175 : [énoncé]
a) Supposons ¢ = 0.
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Soit € > 0, il existe ng € N tel que La suite (u,) est décroissante car

Vn > ng, [up| < &/2 Ve > 0,In(1+2) <z

La suite (u,) est aussi minorée par 0 donc convergente.

On a alors En passant la relation de récurrence a la limite, on obtient que (u,) tend vers 0.
up + -+ -+ nou no + 1)u +---4nu cte ¢ b)
o] < |4 - 0Ung | | (10 )m; n Sgtgse L 1w —l(l+4u,) 1
Up+41 Unp UnUn4-1 2
pour n assez grand. car Un41 ~ Up -
Ainsi v,, — 0. c) Par le théoreme de Césaro
Cas général : u, = ¢ + w, avec w, — 0 : = 1 1 1
— P — 4) —
_n(n—l—l)g wy+ - +nw, £ n e (ukﬂ uk> 2
Un T Ton2 * n? ~3 -
puis
AcTi 11 1
b) On peut écrire N
n Up, 2
Un _ (un — up—1) + -+ (u1 — uo) + Ug Finalement
n2 n? n2 Uy ~ 2
n
donc ( ) ( :
Up —Un—1 .. Ul —UuUg
u% B — +2 T + ig — ¢ Exercice 178 : [énoncé]
n n n 2 a) La suite (u,) est décroissante car
Vr € [0,7/2],sinz < x
gxer?ce 176 :1 [enonce% /d e La suite (u,) est aussi minorée par 0 donc convergente.
02 MUng1 = MUp = N ECONC par LEsaro En passant la relation de récurrence & la limite, on obtient que (u,) tend vers 0.
1 & b)
- Zlnuk —lnug_; — In¢ 1 1 w2 —sin(u,)? 1
n = Zn > ~ =
k=1 ul o u? u2u? 3
d’ou car Up41 ~ Up.
1 c) Par le théoréme de Césaro
—Inwu, — In/ .
" 1/ 1 1 1
puis nlas ) s
Yun — L k=0
puis
11 1
—— =
Exercice 177 : [énoncé] ) nun 3
a) La suite (u,) est bien définie et & valeur dans RT™ car Finalement J3
Up ~ —=
Yz > 0,In(1+ ) >0 BRV/D
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Exercice 179 : [énoncé]
On sait R,, — 0 donc

Ry 1=Ry+u,=R,+R2+0(R.) =R, +0(R,) ~ R,

et par conséquent
1 1 Up R?

- = ~ns
Rn BRu  RuRe. R

Par le théoreme de Césaro

et donc

Enfin, sachant R,, — 0 et Ry constant

r
Rnfvfpmsunw—2
n n

Exercice 180 : [énoncé]
On remarque
Un 2 Ugn —+ Ugn 41 + -4 Ugn+1_1

de sorte que

n 2'r7.+1_1
g Vg 2 E U
k=0 k=1

Ainsi, si > u, diverge alors > v, aussi par comparaison de séries & termes positifs.

Aussi
Ugn + + -+ Ugnt1_1 = 5 Un+1
donc
2" —1 1 n
E ug = 3 E Uk
k=1 k=1

Ainsi, si ) u, converge alors Y v,, aussi par comparaison de séries & termes

positifs.

Exercice 181 : [énoncé]
a) On remarque

pn+1_1
P (p— Dupn+1 < Z up <p(p— Dupn
k=pm
et donc
p— 1 n+1 pmTi—1 n
— D us< Y w<@-)) w
L) k=1 =0

Si > u, converge alors la premiére inégalité donne

n+1

“+oo
Z ve < Z% Z Uk
=1 k=1

ce qui assure la convergence de la série Y v, car c’est une série a termes positifs
aux sommes partielles majorées.
Si > vy, converge alors la deuxiéme inégalité de 'encadrement précédent donne

prti-1 +00
> w1 v
k=1 £=0

et puisque les sommes partielles de la série Y u,, sont croissantes et que ce qui
précede permet de les majorer, on peut conclure a la convergence de la série > u,.

b) Prenons p = 2 et
1

nlnn

Up =

La suite (u,) est décroissante positive et

1
nln2

Up = 2" Uugn =
Puisque > v, diverge, Y u,, diverge aussi.
Prenons toujours p = 2 et cette fois-ci

1

Yn = nn In(lnn)

La suite (u,) est décroissante positive et

1 1 1

n:2n n -~ — —
v 2 nln2ln(nln2) In2nlon

et & nouveau nous pouvons conclure & la divergence de Y u,.
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Exercice 182 : [énoncé]
On remarque

(n+1)2-1
20+ D < Y, uk < (2n+ Duye
k=n2
et donc
n+1 (n+1)%-1 n
Z (20 — Duge < Z ug < (204 1)upe
(=1 k=1 £=0
Si > u, converge alors la premiére inégalité donne
n+1 n+1 n+1 “+o00
sz = Zfi@z < Z (20 — Dupz < Zuk
(=1 =1 =1 k=1

ce qui assure la convergence de la série Y v, car c’est une série a termes positifs
aux sommes partielles majorées.
Si Y v, converge alors la série > u,2 converge aussi car

0 < up2 < nuy2 =,

On en déduit la convergence de > (2n + 1)u,2 et la deuxiéme inégalité de
I’encadrement précédent donne

pTi—1 +o0
D uk <20+ Duge
k=1 £=0

Puisque les sommes partielles de la série > u,, sont croissantes et que ce qui
précede permet de les majorer, on peut conclure la convergence de la série Y u,.

Exercice 183 : [énoncé]
Supposons que Y. v, converge. Pour n? < k < (n + 1)2,

donc
(n+1)2-1

2 _ 2
n+1)*—n
0< Y w<y, DI
n
k=n?

ce qui permet d’affirmer que les sommes partielles de la série & termes positifs
> u, sont majorées et donc > u, converge.
Inversement, pour u, = —z on a v, = + de sorte que Y u,, converge et Y vy,
diverge.
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